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Zur Theorie der Beugung ebener inhomogener 
Wellen an einem geradlinig begrenzten unend- 
lichen und absolut schwarzen Schirm. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Januar 1899. 


In einer früheren Arbeit!) habe ich bemerkt, daB eine ge- 
wisse Lichterscheinung, die bei dem Vorgang der sogenannten 
totalen Reflexion auftreten kann, sich wenigstens in Annäherung 
auffassen läft als die Wirkung der Beugung einer ebenen Welle 
mit in der Wellenebene wechselnder Amplitude an einem undurch- 
sichtigen Schirm, dessen geradliniger Rand den in den Wellen- 
ebenen liegenden Geraden constanter Amplitude parallel ist. Das 
hierdurch gegebene Beugungsproblem schien mir bei dem geringen 
Umfange dessen, was wir überhaupt über das Verhalten inhomo- 
gener ebener Lichtwellen wissen, ein über jenes specielle Phäno- 
men hinausreichendes Interesse zu besitzen, und ich habe mich 
deshalb mit seiner Lüsung beschäftigt. Die wichtigeren erlangten 
Resultate sind im Folgenden zusammengestellt. 

1) Die strenge Theorie der Beugung ebener homogener 
Wellen an einem ebenen, unendlich dünnen und vollkommen re- 
flectirenden Schirm mit einem geradlinigen und den Ebenen der 
einfallenden Wellen parallelen Rande verdanken wir Herrn 
Sommerfeld?). Ich habe im Anschluf an seine Arbeit darauf 
hingewiesen*), da der Fall eines absolut schwarzen Schirmes von 
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S, 768. 
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analoger Gestalt sich ebenfalls mit den von ïihm geschaffenen 
nnd von mir theïlweise umgestalteten Hülfsmitteln erledigen läBt 
und dabei zu erheblich einfachern Formeln führt. 

Der von mir bhierbei benutzte Grundgedanke war der, daf 
man einen dünnen, absolut schwarzen Schirm mindestens in 
groBer Annäherung auffassen kann als einen Verzweigungs- 
schnitt in einem mehrfachen Riemann’schen Raume, von dem ein 
Theïil den physikalischen Raum-darstellt. Eine in letzterem 
erregte Schwingung findet somit gleichsam in den beiden Seiten 
des Verzweigungsschnittes offene Thüren, durch welche sie den 
physikalischen Raum verlassen und in einen andern unendlichen 
Raum eintreten kann, in dem sie sich so auszubreiten vermag, 
daf kein Antheil in den physikalischen Raum zurückläuft. Diese 
Wirkung eines Verzweigungsschnittes ist mindestens ein starkes 
Analogon zu der absolut schwarzen Schirmen beigelegten Eigen- 
schaft, Licht weder durchzulassen, noch zurückzuwerfen, und da 
man letztere, wie es scheint, durch gewühnliche Grenzbedingungen 
in keiner Weïise auszudrücken vermag, so wird man die Reprä- 
sentation absolut schwarzer Flächen durch Verzweigungsschnitte 
wenigstens als ein Annäherungsverfahren benutzen dürfen, das 
wabrscheinlich der Wirklichkeit ebenso angenähert entspricht, als 
die Hypothese der Môglichkeit unendlich dünner, absolut reflecti- 
render Schirme, mit der Herr Sommerfeld in seiner schônen 
Arbeit operirt. 

Indessen besitzt diese Methode doch gewisse Schwierigkeiten, 
die, — obwohl ich schon an einer anderen Stelle ‘) auf einige hier- 
her gehürige Fragen eingegangen bin — bei der vielfachen An- 
wendung, die man in der Optik und Wärmelehre von absolut 
schwarzen Kôürpern macht, eine ausführlichere Besprechung wohl 
verdienen dürften. 

Ein mehrfacher Riemann’scher Raum wird durch die Ge- 
stalt, Lage und Ordnung seiner Verzweigungscurven vollständig 
bestimmt, aber mit dem unendlich dünnen, absolut schwarzen 
Schirm, dessen Rand nach dem Obigen als Verzweigungscurve 
aufgefafñt werden soll, ist deren Ordnung noch nicht gegeben; 
dieselbe ist vielmehr willkürlich, und daraus folgt, daf auch der 
dem Problem zuzuordnende mehrfache Raum in einer Hinsicht 
willkürlich bleibt. Die hierdurch angezeigte Unbestimmtheit des 
Problems wird noch dadurch vergrüBert, da man offenbar, ohne 
mit den Festsetzungen desselben in Widerspruch zu kommen, in 
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dem nicht-physikalischen Theilen des Raumes abermals schwarze 
Kôrper und damit neue Verzweigungsschnitte als vorhanden an- 
nehmen kann. Dagegen ist natürlich die Anwesenheit von Licht-, 
d. h. Energiequellen und auch von reflectirenden Kôrpern in jenen 
Theiïlen durch die Definition der absolut schwarzen Kôrper ausge- 
schlossen. 

Die hierdurch aufgedeckte Unbestimmtheit liegt aber anschei- 
nend in der Natur der Sache. Ein absolut schwarzer Kôrper 
mag für gewisse Fragen durch die rein negativen Eigenschaften 
fehlender Zurückwerfung und fehlender Durchlässigkeit genügend 
definirt sein; optisch vollkommen bestimmt ist er dadurch 
sicher nicht, denn er kann dabei noch auf vielfältige Weise die 
Lichtbewegung in seiner Umgebung beeinflussen. Ein absolut 
schwarzer Kôürper kann z. B. den Energiestrom einer auffallenden 
Lichtbewegung auf sich hinziehen, ein anderer kann ihn von 
sich hinwegtreiben, wie dies durch para- und diamagnetische 
Kôürper gegenüber dem Strom der magnetischen Polarisation 
stattfindet ; beides ist mit der gewôhnlichen Definition absoluter 
Schwärze wohl vereinbar. 

Es giebt sonach absolut schwarze Schirme, die bei gleicher 
Gestalt verschiedene Natur haben, und es kann sich immer nur 
um die Lüsung des Problemes für eine einzelne Art der Schwärze 
handeln, die wir durch ein bestimmtes Verhalten des mehrfachen 
Raumes auBerhalb von dessen physikalischem Theil repräsentirt 
denken künnen. So habe ich insbesondere früher das Problem 
einer absolut schwarzen Haïbebene in dem speciellen Fall be- 
handelt, daf der ïihm zugeordnete mehrfache Raum ein nur 
zweïifacher war, und werde im Nachstehenden ebenso verfahren; 
ich gedenke aber an einer andern Stelle auf die Frage zurück- 
zukommen, in wie weit die Lüsungen geändert werden, wenn man 
eine andere Ordnung der Vielfältigkeit benutzt. 

In dem Fall eines nur zweïfachen Raumes führen die beiden 
Seiten des Verzweigungsschnittes, die oben kurz als zwei offene 
Thüren aus dem physikalischen Raum À bezeichnet waren, in den- 
selben nicht-physikalischen Raum Æ'. Befindet sich in R eine 
Lichtquelle, so strômt durch beide Thüren andauernd, aber im all- 
gemeinen in periodisch-wechselnder Weise Energie, und es ist ohne 
Weiteres einzusehen, da eine der Lichtquelle und dem bestimmten 
Raum angepañite Lüsung keine Bedeutung für unser Beugungsproblem 
hat, wenn einer dieser Strôme im Mittel Energie in R hinein- 
transportirt; in diesem Falle würde der schwarze Schirm eben 
Energie durchlassen, was im Widerspruch mit der Definition der 
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absoluten Schwärze stände. Strômt durch beide Thüren Energie 
aus À hinaus, so wird in R' eine Fläche vorhanden sein, welche 
die betreffenden beiden Strôme trennt, der sie also entlang fliefen 
müssen. Die Energiebewegung verläuft also ebenso, als wäre jene 
Fläche eine feste Wand, welche den Raum R’ in zwei unendliche 
Theile zerlegt, von denen je einer durch eine Thür mit R commu- 
nicirt. Diese Ueberlegung zeigt, da auch der einfache Fall eines 
nur zweïfachen Raumes noch als für .eine bestimmte Art von ab- 
soluter Schwärze characteristisch angesehen werden kann. 

Ist der mehrfache Raum durch seine Verzweigungscurven 
characterisirt gedacht, so bleibt immer noch die Gestalt der durch 
sie umrandeten Verzweigungsschnitte, die als dünne schwarze 
Schirme gedeutet werden sollen, willkürlich, soweit nicht bei 
ibrer Wabhl ein Widerspruch mit der Forderung entsteht, da8 der 
Energiestrom immer aus dem physikalischen Raum R hinaus fliefen 
muf. Alle Schnitte, welche dieser Bedingung genügen, sind aber 
für das Beugungsproblem untereinander gleichwerthig. Ja es bietet 
sich die Môglichkeit, statt eines einzigen zwei verschiedene 
Schnitte durch dieselbe Verzweigungscurve zu legen und ‘den 
ganzen zwischen ihnen liegenden Theil von R als einen massiven 
schwarzen Kôrper zu betrachten. Die Lôsung, die zunächst dem 
unendlich dünnen Schirm angepañt war, mu dann auch die Beu- 
gung an jenem Kôürper darstellen. Es ist klar, daf diese Folge- 
rung mit der allgemein gebräuchlichen Auffassung von der Natur 
eines absolut schwarzen Kôrpers sehx wohl harmonirt. 

Bei dieser Erweiterung entsteht eine interessante neue Un- 
bestimmtheit, die nicht übergangen werden darf. Aufer der Ord- 
nung der Verzweigungscurve ist jetzt offenbar auch deren Lage 
auf der Oberfläche des Kürpers zunächst willkürlich, und einer 
jeden Lage entspricht ein physikalisch verschiedener absolut 
schwarzer Kôrper. Auch dieser Umstand erklärt sich in der oben 
dargelegten Weise. 

2) Der Vorgang der Beugung ebener homogener Wellen 
an einer absolut schwarzen Halbebene, deren Begrenzungsgerade 
der Wellenebene parallel liegt, ist nur von zwei Coordinaten ab- 
hängig, und Gleiches gilt von der Beugung ebener inhomogener 
Wellen, wenn auBerdem die Geraden constanter Amplitude mit 
dem Rand parallel sind. Der Vorgang läft sich somit auf einer 
mehrblättrigen Riemann’schen Ebene, die wir nach dem Obigen 
speciell zweïiblättrig wählen wollen, verfolgen; das eine Blatt 
entspricht dabei dem physikalischen Raum. Die ebene Wellen- 
fläche stellt sich als eine gerade Wellenlinie dar, die in dem phy- 
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sikalischen Blatt aus der Unendlichkeit heranschreitet und den 
Verzweigungsschnitt trifft, der den absolut schwarzen Schirm re- 
präsentirt. Der auf den Schirm fallende Thejÿl der Welle tritt 
durch diesen hindurch aus dem Blatt aus und verschwindet somit 
aus dem physikalischen Raum. Der andere Theïil breitet sich 
allein auf dem Blatte, in dem die Welle heranschritt, d. h. im 
physikalischen Raume aus und erleidet dabei die gemeinhin als 
»Beugung“ bezeichneten Veränderungen. 

Diese Auffassung der Beugung ist ebensowohl auf homogene, 
wie auf inhomogene ebene Wellen anwendbar. Ich werde zeigen, 
da die Lôüsung des ersten Problemes, die wir Herrn Sommer- 
feld verdanken, sich so erweitern läBt, da8 sie den letzteren 
Fall mit umschlieft. 

Die Gleichungen für die Componenten , v, w des Neumann’- 
schen oder 6, », £ des Fresnel’schen Schwingungsvectors be- 
nutzen wir in der Form 


d'u : Ou Ov , ÔOw 

ol = d'AU, ..., pos 
Ch PO CPE ei) UE 
EYE A 4 Eh MER USE = 0, 


worin a eine dem Medium und der Farbe des benutzten einfar- 
bigen Lichtes individuelle Constante, die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit ebener homogener Wellen darstellt. Hängt der Vorgang, 
wie hier angenommen, von der Z-Coordinate nicht ab, so wird 
daraus 


OU ARR [OUS 100 OU LEE 0 
of? = #( ele OH 0y »: 
eee 
ot — * (oz! D NOT NO Y ; 
für die Componenten w und € bleibt sonach nur die eine Gleichung 
910 d'w Ov 0° Eos 1 es 
1) oo — ee Lrr } 8 — °\oe Toy 


übrig, und da diese beiden Componenten unter Berücksichtigung 
der beiden Bedingungen 


Ov ou ou ov 
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zur Darstellung des ganzen Vorganges ausreichen, so genïgt es, 
die Betrachtung nur an sie anzuknüpfen. 
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Sei nun gegeben eine 
die XY-Ebene über- 
deckende zweiblättrige 
Riemann’sche Fläche, 
(Fig. 1), die im Coordina- 
tenanfang einen einfachen 
Windungspunkt besitzt. 
Die positive X-Axe bilde 
den Verzweigungsschnitt, 
der die beiden Blätter 
trennt, letztere môügen 
also bei Einführung von 
Polarcoordinaten r, Ÿ 
durch die Werthbereïiche 


—2n < y <0 (negatives Blatt) und 0 < y <+2x (positives Blatt) 
gegeben sein. Setzt man dann abgekürzt 


2xr Anr . 
Sea RTE VE sin 45 = 6, 


so hat Herr Sommerfeld gezeigt, da$ die complexe Function!) 
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in der K,7, a und À — ra reelle Constanten bezeichnen, auf 
dieser Fläche einwerthig und stetig ist und der Gleichung 


og _ ,($, ©ÿ 
“ OT < ee + _. 
genügt, daB für r —= co und 0 <yÿ <2x 


a PC Tr Cos Ÿ 

œ Nr "rs. 

für r — oo und —2x < y <0 aber F — 0 ist. Der reelle und 

der imaginäre Theil von % für w oder & genommen stellen also 

auf den unendlich fernen Theïilen des positiven Blattes geradlinige 

homogene Wellen dar, die normal zur X-Axe liegen und ihr pa- 
rallel fortschreiten. 

Dreht man jetzt den Verzweigungsschnitt aus der Position 

in Figur 1) in die in Figur 2), wo er den Winkel —8 mit der 


1) &,n, £ haben weiïterhin andere Bedeutung als S.6. 
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+ X-Axe einschlieBt, und 
faft nunmebr das durch 
— 9 <y<2x—8 definirte 
Blatt als Bild des physi- 
kalischen Raumes auf, so 
bestimmt die Function % 
die Beugung einer parallel 
+ X fortschreitenden ebe- 
nen homogenen Welle an 
einem um —# gegen die 
X-Axe geneigten ebenen 
absolut schwarzen Schirm, 
der durch die Z-Axe be- 
grenzt ist. 

3) Um von eiïnfallen- 
den homogenen zu inhomogenen Wellen überzugehen, wollen wir 
in der Lüsung (3) die dabei angegebenen Werthe y und 6 mit 
den folgenden vertauschen 


b) y = Les cos (# +ia), 6 — SPP sin 4 (y+êe), 
in denen « eine reelle GrôBe bezeichnet, die ohne Beschränkung 


der Allgemeinheit als stets positiv festgesetzt werden kann. Da 
bei Einführung von Polarcoordinaten die Gleichung (4) übergeht in 


. or 
6) d'S — À PhaRo na AO : 


so bleibt % auch nach dieser Erweiterung eine Lôsung der Glei- 
chung (4), behält überdies sein reguläres Verhalten auf der zwei- 
blättrigen Ebene bei. 

Für die Anwendung notiren wir uns die folgenden Bezie- 
hungen, in denen Cos und Sin die hyperbolischen Functionen be- 
zeichnen, und p, q, p', qg' Abkürzungen sind. | 


7) 7 = 2 (008 # Cos «—isin #Sina) = ie cos #—1q sin Ÿ), 
| 6 — Ve (sin 4 # Cos }a+i cos 4 Sin ka) 
8) 

= (2e (p'sin&#+ig'cos 5 Ÿ), 


8 W. Voigt, 


p>i,g>0,p >1,g >0, 
9) 2 2 15 p—q" — 1 hs 2p" == p+i, 2q"° — p—1, 


RS 
| 
© 

I 


10) = Per _, = 2 (1 p cos à + iq sin y). 


Wir fassen nun zunächst die Werthe von % für 4 = +oo, 
d. h. für r — co und ÿ = 0, +x, +2x ins Auge, die sich sebr 
leicht bilden lassen. : 

Führt man nämlich die Abkürzung 


11) VE il ar ed 


ein und setzt bei reellem f 


CHAOS À RUE Tps 
12) VE cos Ê' dé — C(B), VE f'ine dE — S(B), 
so wird 
13) J(B) — C(B)—iS(B), JGB) = iC(B)—S(B). 
Nun ist aber C(co) = S(co) — 4, und es gilt demgemäf 
J(oo) = —J(—0o) = (1-5); 


14) J(ico) = —J(—io0) = —-4(1—i). 

Nach (3) ist ferner 

18) QE xVi BTE (T(00) + J (6), 

und nach (8) 

für y = +92x, 6 — —-iq VAxr/A, also bei r — 00, 6 — —ico, 
— — TH, = — p' Vazr/1, = = 09, 
= 0, — +ig Vaxr/i, —= +100, 
— +7, = +p' Vaxr/à, — +oo 


Demnach ergiebt sich 


für r — oo und y — +27, J(co)+J(6) = 1—i, G — Se an MEL 
= — 7H, = 0, = 0, 
Ts 0, = 0, NE 


= +7, _ 1—2, = Ke CEE) 


4) Zu einer allgemeinen Entwickelung des Werthes von 
J(co)+J(6) und somit von & schreiben wir zunächst unter Be- 
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nutzung der Substitution Ë — 7 
16) Torre il ANULE 
27 0 


ferner ziehen wir den Werth 


à __2xr 


6 Givr (1 — p cos ÿ + iq sin y) 


heran und setzen 
2 te 
17) n = (pes y+igsnt), 


wobei wir nun die Integration in Bezug auf 7 nach @ genommen 
denken. Führen wir noch die Abkürzungen 


= r(P+iQ), n = e(P+iQ) 


ein, so erhalten wir 


18) To) — VF | ni He 0 

0 Ve 
wobei ist 
19) P= (pos y), Q = 24 sin y. 


Wir bemerken jetzt, da8 P und somit der reelle Theil von 
6° auf einigen Theilen unserer Doppelfläche positiv, auf andern 
negativ ist, und daB diese Theiïle demnach bei der Entwickelung 
des Integrales (18) gesondert zu behandeln sind. 


Führen wir einen Hülfswinkel # ein durch die Beziehung 


= cos Y, wobei O<y<ir 


S| 


gemacht werden kann, so folgt aus (19), daf 


P=0 ist für cos ÿ => cosy, 
d. h. für 


b<y<(2x—Y) und für —-»>py>—-(2x—Y); 
daB aber 


P<Oist für cosÿ < cosy, 
d. h. für 


—#<y<+y und für 2x ZvTZ+(2x—Y). 
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Bildet man also die 
zweïblättrige Ebene auf 
eine einblättrige ab, wie 
nebenstehend verdeutlicht 
wird, so ist in den Be- 
reichen I, III und V P<0, 
in II und IV P>0. 

Q und somit der ima- 
ginäre Theil von 6° ist 
mit sin # proportional und 
wechselt daher gleichfalls 
beim Umlaufen des Coor- 
dinatenanfangspunktes sein 
Vorzeichen. Wo Q—0ist, 
verliert J{6) bei unend- 
lichem r seinen Sinn; man erkennt indessen leicht, da8 der Factor 
not in welchen multiplicirt J(6) nach (15) in F auftritt und 
der auch gleich 


2 
—i( ns — 6°) 
d. h. gleich 


2xir 


D +ir(P+iQ) 
C 


ist, an jenen Stellen von solcher Ordnung unendlich klein wird, 
daB auch der Werth e— J(6) und somit F verschwindet. — 

5) Wir nehmen nun zunächst die Bereiche I, III and V vor, 
für welche P <O ist, und setzen für sie 


ÈS + nE dé 

v2 … VE” 

wobei wir das richtige Vorzeichen am besten dadurch bestimmen, 
da8 die Resultate für J(00) + J(6) in den speciellen Richtungen 
ÿ —= 0 und # — +2x mit den oben direct erhaltenen überein- 
stimmen müssen 

Es folgt nun dep 


= + Et) 
= TJ 2/0 


= *+i es free ee) 
0 (ŒHI)VE 0 (ŒHI)VE 


20) 
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Wegen 


"+de 
21 (14 
| o (EVE V SA) 


ergiebt dies 

—io TE é—1)d£  1—i 
22) 12, SR 2 sue 7 JE Le ro À 
| V 2 Œ+WVE 2 
und bei Einführung der Abkürzungen 


VEe "oosr QE dE _ 6, [VE Msnrqtat _ 
0  x(f+1)V2 o  x(“+1)V2 ai 


1e LA y: e-"PEsinrQtdt LT 
6 2(f+1)V26  h  2(6+1)V26 ,; 
in denen |P| den absoluten Werth von P bezeichnet, auch 


23) 


4) JHo=+fSi-ei(H + G)+i4-0))| 


Da P <0 ist, so verschwinden die G und H für unendliches 
r; damit dort für # — 0 und # — + 2x die früheren Resultate 
herauskommen, ist in dem Bereich IIT das untere, in I und V 
das obere Vorzeichen zu wählen, 

Hieraus folgt denn 

für —»<#w<+# (Bereich II) 

25) J(c)+ Je) = e°T((H,+6.)+i(H,—G.)), 
für + 2x << F(2x—Y) (Bereiche I und V) 


26) J{oc)+ J(6) = (1—)-e "((H+6G)+iH-G)). — 
6) Für die Bereiche II und IV, wo P >= 0 ist, setzen wir 

15 * e e— 18 de 

VA ELA VE 
und verschieben die Wahl des Vorzeichens ebenso, wie oben. Es 
folgt zunächst 

ch æ., —®(5+5) 
+1 "44 1645 ah | d£e — 1 


OT vs) Vel M aÿahoÿt ri 


27) 
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œo 


rÉ [ei je FÉ(G—i)dE CE) 


aV2 Œ+I)VT D (P+I)VE 
Nan ist aber 
(E— 5) dé PR LS 
28) LE VE. | “EL 1), 


und es resultirt bei Einführung der Abkürzungen G und H 
aus (23) : 


29) JD=+ [+ (H-G)+i(H+G))| 


Wiederum verschwinden für unendliches 7 die G und H; 
damit dort für y — + x die früheren Werthe resultiren, ist in 
dem Bereich IV das obere, in II das untere Vorzeichen zu be- 
nutzen. 


Hieraus folgt: 
für +y <y<(2 z—Ÿ) (Bereich IV) 
80)  J(o)+J{e) = (1-ÿ+e "* ((H—G)+i(H.+G)), 
für —p—>#y—>—(2x—-%) (Bereich IL 
31) J(co)+ J(6) = —eŸ ((H,—6G.)+i(4,+6,)). 
Für das Folgende setzen wir abgekürzt 


(4H, +G)+i(4,-G.) = M, 
32) 


DA rte à 


wobei der Index 1 auf die Bereiche I, III, V, der Index 2 auf 
die Bereiche II und IV hinweist, und erhalten so aus (25), (26), 
(30) und (31) für 


1) —2n <p<—(2x-Y), J(oo)+J(06) = (1—-)-e M, 
II) —(@x—y) <y<—w, = io, 

83) III) —Ÿ <Y<+Y, = im, 
EV) +b <y<+(2z-Y), =(1—i)—e M, 


V) +(@z—#) <y<+2x, = (1—i)-e— im. 
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7) Zunächst wird nachzuweiïisen sein, da8 wirklich, wie nach 
ibhrer Bedeutung erforderlich ist, diese Ausdrücke sich in den 
Grenzen zwischen den einzelnen Bereichen stetig aneinanderschlie- 
Ben. In allen diesen Grenzlinien ist cos # — cos#, also P = 0, 
und hiernach 


GRAS red pi re 


wobei die & und H neue Bezeichnungen sind. 
Die Werthe dieser letzteren Grüfen lassen sich aber leicht 
aus dem Dirichlet'schen Integral !) 


(een LT le 1 
DE ON) AI (ED) 


ableiten, in dem 
@+ 95) = qe gr) et tarte (JR) 


ist und a, c und k positiv sein müssen. 


In der That, setzt man ! = 1, k — 0, a — 4 so erhält man 
op digg 2rarctg (®/k) . 
pi = ne 
DRE PNETET 


Zerlegt man das Integral in eines von —co bis 0 und eines von 
0 bis +oc, so ist arctg(/k) im ersten mit —1x, im zweiten mit 
+17 zu vertauschen. Setzt man noch im ersten Integral — 3 an 
Stelle von Ÿ, so erhält man ohne Weiteres 


fe mate Ë 2 firmes 
À 0 


E CETTE (+1)VS 
) 2 fente A 
= V2 —— = HC . 
0 (3+1) VS 
Hieraus folgt auch durch Differentiation nach c 
; (® (smcÿ+cosc9)V# 49  — 
3D) V2 l pri AC, 


Diese zwei Formeln ergeben bei der Vergleichung mit den Wer- 


1) L. Dirichlet, Crelle’s Journ. Bd. 4, S. 94, 1829. 


) 
22 
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then von H.,, H,, G., G, die durch die Verfügung P — 0, Q — Q 
aus (23) folgen, 


36) H-|H] = G,+|G] = 4e-"lel, 


wobei wieder |F| den absoluten Werth von F bezeichnet. Eine 
gesonderte Bestimmung von H, H,, G., G, scheint in geschlossener 
Form nicht môglich zu sein, was -wegen später auftauchender 
Fragen sehr unbequem ist. Für den Nachweïis, daB die Ausdrücke 
(33) über die Grenzen, wo cosy — cos y, also P = O ist, sich 
stetig aneinander schlieBen, reicht indessen die Beziehung (36) für 
sich allein schon aus. 

Zwei Beispiele môgen genügen. In der Grenze (I, Il) ist 
y — —(2x —Y), also sing — +sinw, somit Q—0. Die nach 
(33) hier geltende Bedingung der Continuität 


Ne CU M) 
wird hiernach zu 
aie Ve = (H+1G]-1A+0)+:(4- GK -1@), 


und dies ist nach (36) in der That identisch erfüllt. 
__ In der Grenze (I, IIT) ist y — —+, also sing — —siny, 
Q<0. Die nach (33) hier geltende Continuitätsbedingung 

WU, = M, 


wird somit zu 


H= IC 


-i(H|+@) = |A|+6-i(4-|6,) 


und auch dies ist durch (36) erfüllt. 


8) Für die Lôsung % erhalten wir nach (33) unter Benutzung 
der Abkürzung 
_— ait 
37) xV EN SIn 


für die fünf Bereiche unserer zweiblättrigen Ebene, die in Fig. 4 
durch verschiedene Schraffirung angedeutet sind'), das folgende 
definitive Werthsystem : 


1) Die Gebiete I und V sind gleichmäBig schraffirt, da in, ihnen die gleichen 
Formeln gelten. 


% 
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38) 


{ __ 2air 
I) —Ix<y<—(22- 9), ÿ— T(A-ÿe ‘le ? y) 
__ 2zir 
Il) —(2x—y) <<, PSE TE. 
__ 2zair 
IT)  —p<y<+#, mie 
__2zmir 
IV) Pi v= tx perde tte), 
__ 2air 
V) +@x—Y) <y <+2x, = T(AS Den een MU). 


Da die Ausdrücke M mit wachsendem r zu Null convergiren, 
so lassen diese Formeln Folgendes erkennen. Legt man den Ver- 
zweigungsschnitt der Doppelebene, wie in Figur 4 gezeichnet, in 
die Richtung y — w, so wird die Bewegung in hinreichend groBer 
Entfernung vom Coordinatenanfang im unteren Blatte angenähert 
als eine vom O0 Punkte ausgehende Kreiswelle, im oberen aber 
als die Superposition einer solchen mit einer inhomogenen 
geradlinigen Welle, die normal zur X -Axe liegt und parallel 
zur X-Axe fortschreitet, angesehen werden künnen. 

In der That stellt — wenn À und B complexe Constanten 
sind — ein Ausdruck von der Form 


39) qui 2 gti 0) 


eine Welle der ersten Art, ein Ausdruck von der Form 
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2ait 27 
40) %, = Be-” 


eine solche von der zweiten Art dar. Die Geschwindigkeit der 
ersteren ist gleich a, die der letzteren gleich a/p, somit stets 
kleiner, als a, da nach (9) p=—1 ist. 4/2xq giebt die Länge 
der Wellengeraden, auf welcher die Amplitude der geradlinigen 
inhomogenen Welle auf den e-ten Theil herabsinkt ; p und q stehen 
dabei nach (9) in dem durch die Ausgangsgleichung (4) geforderten 
Zusammenhang p°—Q° = 1, woraus unter Rücksicht auf 1/p — cos y 
auch folgt 


Die complexe Amplitude 8 der geradlinigen inhomogenen 


Welle findet sich in unserm Falle, wie eine einfache Rechnung 
zeigt, mit À identisch; 


Bæi( — —(p cos y — igsin y) 


es) 
Vo = Ke 
ist somit das Gesetz der in unendlicher Entfernung vom Coordi- 
natenanfang stattfindenden Schwingung. 

Es môge darauf hingewiesen werden, daf bei verschwindender 
Inhomogenität der Winkel y gleichfalls verschwindet. Man er- 
kennt leicht, wie sich hierbei der Uebergang zu dem Fall der 
Beugung homogener Wellen vollzieht. Die Bereiche I, III und V 
in Fig. 4 verschwinden, die Formeln (25) und (26) verlieren ihre 
Bedeutung, (30) und (31) hingegen nehmen die Form an: 


für 0O<py<2x 
42) J(co) +J(6) = (1—-i—-e- Ÿ(G—-iH), 
für 0>p—>—-2x 
J(co) + J(6) = 7 (G—-iH), 
wobei G und H die Werthe G, und H für q — 0 und p — 1, 
doh. für Q —= Orundeh 2% (1 cos y) darstellen. Dies Re- 


sultat stimmt genau mit dem früher dargestellten ') übercin. 


9) Durch Vorstehendes darf als bewiesen angesehen werden, 
daf unsere Erweiterung der Sommerfeld’schen Lüsung wirklich 
das Problem der Beugung ebener inhomogener Wellen an einem 


EN re 


DAWPVOILCRl EC D 771 


zur Theorie der Beugung ebener inhomogener Wellen. 7 


absolut schwarzen durch eine Gerade begrenzten ebenen Schirm 
lüst. 

Eine erschôpfende Discussion der endgültigen Formeln (38) 
bietet wegen der darin auftretenden Integrale (23), die von zwei 
Parametern 7 P und rQ abhängen, einige Schwierigkeit. Es mag 
genügen, auf einige merkwürdige Resultate aufmerksam zu machen, 
die sich ohne allzugrofe Rechnung aus dem Bisherigen ergeben. 

Unter den vier Richtungen, für die cos # — cosy ist, nimmt 
die durch y — # gegebene eine ausgezeichnete Stellung ein, in- 
dem sie, so wie in Fig. 4 als Verzweigungsschnitt gewählt, die 
Doppelfläche nach der Bedeutung der Formeln (38) in zwei Hälften 
von in sich einheitlichem Character zerlegt. Wollte man indessen 
gemäB dem $S. 2 Gesagten diesen Verzweigungsschnitt als Dar- 
stellung eines absolut schwarzen ebenen Schirmes betrachten, der 
sich von der Z-Axe aus im ersten Quadranten unter dem Winkel 
y gegen die XZ-Ebene nach Unendlich erstreckt, so würde das 
vorstehend Entwickelte ergeben, daf in diesem Falle im ganzen 
physikalischen Raum, der hier durch das obere Blatt repräsentirt 
wird, neben den vom Schirmrande ausgehenden Cylinderwellen 
ebene Wellen fortschreiten. Der absolut schwarze Schirm würde 
also in diesem Falle keinen Schatten werfen. 

Man môchte zunächst geneigt sein, dieses Resultat dadurch 
zu erklären, daf in dem Falle der Fortpflanzung einer nach dem 
Gesetz (40) inhomogenen Welle der EnergiefluB nicht normal zu 
den Ebenen constanter Phase, sondern in dem Winkel y gegen 
diese Richtung, d. h. parallel der oben angenommenen Lage des 
absolut schwarzen Schirmes, stattfindet. Aber eine solche Vor- 
stellung wird noch einfacher als durch die Rechnung durch den 
Schluf widerlegt, dafi in diesem Falle der Energieflu8 längs sei- 
ner Richtung abnehmende Dichte haben müfite, obgleich er in ei- 
nem Medium ohne Absorption stattfindet, — was offenbar absurd 
wäre. | 

Die wahre Erklärung des anscheinenden Widerspruches be- 
sitzt ein gewisses principielles Interesse. Es zeigt sich nämlich, 
daB überhaupt bei dem vorliegenden Problem der Beugung inho- 
mogener ebener Wellen der Verzweigungsschnitt nicht in jeder 
beliebigen Lage einen absolut schwarzen Schirm repräsentirt, weil für 
gewisse Lagen die mittlere Energiestrômung im physikalischen Blatt 
nicht von beiden Seiten nach dem Schnitt hin flieft, sondern auf 
der einen Seite zum Theil von ihm hinweg. Ueber solche Füälle 
ist in $ 1 im Allgemeinen gesprochen worden. 

Hieraus ergiebt sich, daf die aufgestellte Lôsung nur in ei- 

Kgl. Goes. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso, 1899. Heft 1, 2 
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ner gewissen Beschränkung benutzbar ist, und es erwächst die 
Frage nach den Grenzen, innerhalb deren sie die gewünschte Be- 
deutung besitzt. Zu ihrer Beantwortung ist die Untersuchung 
der normal zum Radiusvector verlaufenden Energiestrômung in 
den beiden Blättern unserer Doppelfläche erforderlich. 

10) Der Schwingungsvector V, der je nach Belieben w, 6 oder 
auch einen Differentialquotienten einer dieser Functionen nach der 
Zeit repräsentiren kann, ist nach dem Vorstehenden durch den reel- 
len oder den imaginären Theil der complexen Function 3% darge- 
stellt, die durch die Gleichung (15) allgemein, und durch (38) in 
verschiedenen Formen für die verschiedenen Bereiche der zwei- 
blättrigen Ebene bestimmt ist. Wir wählen den reellen Theil 
und bezeichnen ihn durch 
43) V — R(S). 

Die allgemeine Formel für die Dichte ? der Energiestrômung 
parallel zur X-Axe lautet !) 

Met 4010 Ov 
44) j= nt) 
worin v,w,7,6 und a dieselbe Bedeutung haben wie S. 5. Sind, 
wie hier, alle Vectorcomponenten von z unabhängig, so wird 


RCD AN rt RC 
1 Ô zx? Ôx Ôy’ 
wegen eu 
w Ov 
8x * ôy M 
ergiebt letzteres 
Get Oins 070 
Ôx  Ozx' y 
und wegen 
OuRre d ( Ov 
se = (92 + 3p) 
auch 
de _ 1 
ôx a 0f 
Für den Fall, daB £ verschwindet, ist sonach 
; Ow Ôw 
4 = in 
5) = nie 


1) Vergl. z. B. W, Voigt, Kompendium, Bd. II, S. 642, 
2% 
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für den Fall, daB w verschwindet, 


sd (4 
14 DE. — J à, 
oder, wenn man £ — « ià édt eingefübrt, auch 


46) je = 


Die X-Axe ist hierbei eine beliebige zu den Vectorcomponenten 
w und $ normale Richtung; bezeichnen wir sie allgemeiner durch 
s, so gilt auch 


? Ow © , of of 
47) A. + Paie frs 2 
Ju Ÿ Gt os Ë 


Setzen wir endlich für # und £ die zusammenfassende Bezeich- 
nung V ein und wählen die Einheiten für 7 so, da der rechts- 
stehende positive Factor a weggelassen werden kann, so darf 
der uns hier interessirende Energiestrom % parallel zu dem 


Bogenelement rdwy als gegeben angesehen werden durch die 
Formel 


) Ge og = (0) AC) 


Nun enthält % den Winkel # nur in der Function 6, denn es 
ist nach (10) auch 


2xr 


RE: 4 

wegen 

: : 2xr FR 
49) = r(P+iQ) = (lp cos#+igsiny) 
wird daher 

0% _ 0 2x 0% 

50) LE TE (psinp+iqg cosy) — 3 di (P'+:Q"), 
wobei P' = 0P/rôy und Q' — 0Q/r0y 


neue Bezeichnungen sind. 
Aus (15) folgt dann bei Berücksichtigung von (16) 


5) 08 2sig, 05 ste) 


ôt D —iS+EVS NET: ; 


Für die weitere Rechnung wollen wir benutzen, daB 
2* 
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VE = 1 4% 
D'E V2 
ist, und 


LOT. : Loir 
B2) cos Be(s 2) +42 = C, sin (2x (©) + 4x = $, 


+ io? r P-Q) C :S M #3 M" OL min 
53) € = € = C+15, &= che :?V2xo 


setzen, wo nun C, S, M', M',m',m" reelle Grüfen bezeichnen. 
Die Formeln werden am einfachsten für die Bereiche II und 
III, wo nach (38) 
1 
— — K M(c+is 
ni) VS (c+is) 
ist, also gilt 


CSS RAP 
role KM(ic—s), 


LUS À. de K(iM+m)(c+is) (P+iQ). 
Der Einfachheit halber beschränken wir uns weiterhin auf spe- 
cielle Fälle, wo die Formeln nicht allzu complicirt ausfallen, und 
wählen zunächst solche Richtungen, für welche sing — 0, also auch 
P'—Oist; hier ergiebt sich 


n(S5) Le K(W's+ M'o), 


1 
n(2E) = +75 Qu Me (M) 
Bildet man aus diesen Ausdrücken gemäB Formel (48) den 
Werth von #, so erhält man dafür eine periodische Function der 
Zeit. MaBgebend für uns ist nur deren Mittelwerth %,, den man 
findet, wenn man die Factoren von c° und s° in # addirt und 
mit #& multiplicirt. So gewinnt man sogleich für die durch 
sin ÿ — O0 gegebenen Richtungen in den Bereichen IT und III 


54) D, = 5 KQ(mM-m"'M") 
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Etwas complicirter gestaltet sich die Rechnung für die Be- 
reiche I, IV, V, wo nach (38) 


= e K((1—i)(C+iS)—M)(c+is) 
ist. Hier wird sonach 
°E — NE R(C+S)+5(8—0—MGe—5) 


PE — FE K(i(C+S)—(S—C)—iM+m) (c+is) (P+iQ). 


Für die Richtungen, wo sing = 0, also P'— O0 ist, fin- 
det man 


(95) = VE x (045 M'}s—(C—S+M")o) 
ô 
n(S5) — y EC ((C+S- M'—m") c+(C—S+ M'+m')s). 


Somit ergiebt sich als für die Bereiche I, IV, V bei sing — 0 
gültig 


55)  %,— — $- K°Q'(m'(C+ S— M'}+m"(C— S+ M")). 


Die Formeln für die Fälle, da cosy — 0 ist, also Q' ver- 
schwindet, sind etwas complicirter. Die wie oben geleitete Rech- 
nung ergiebt für die Gebiete II und IIT 


56) La es = K°P'(M'(m"— M!) + M'(m' — M')), 


dagegen für die Gebiete I, IV, V 


D. — 5 K'P'((C+S—M')(C+S—M'—m") 
b7) 
+(C—S+M")(C—S+M'+m)). 
Das allgemeine Resultat ist die Summe von (54), (66) resp. (65) 
(57). — 
11) Was dic in den vorstehenden Formeln auftretenden F unc- 
tionen angeht, so ist ganz allgemein nach (63) 
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58) C= 67" cosrP, S—=e-"® sinrP, 
woraus für sin Ÿ = 0 und somit Q — 0 
59) C = cosrP, S = sinrP, 


2% 


für cos y — 0 und somit P — ï 


60) Dee do ce S — 670 sin 27 


L 
folgt. 
Aus der allgemeinen Definition (53) von m, nämlich 
il 


V2z0 


ist, folgt weiter, falls man 


= m—=m—im", wobei 6 = r(P+:Q) 


P+iQ = Re 


also 
% .E cos 2 QE s sin2 
k Le Æ R ag À 
setzt und R als absolute GrôBe behandelt, 
1 1 i 
ri — 7 4 
V2xo V2xrR M4 
62) somit 
m — CS né ARBRE 
V2xrR’ i V2zxrR' 
Nan ist 
: : 2x\° (cos y —cosy) + sin°# sin°# 
R — P + Q = (+) D A RP Du A TT nr) RS À im À La 98 
À cos" 
also 
2x 1—cos cosy 
63 Re surtt ne 
) À cos Ÿ 
64) cosy = SV io, — Sinvsing 
1 — cos Ÿ cos y 1— cos y cos Y 


Berücksichtigt man noch, daB nach (8) für y — +x der reelle 
Theil von 6 resp. Z 0 wird, so erhält man die folgende Tabelle: 
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Ÿ cos2y sin2y 2% mV m'V  R P We 
| 2x tgy 
pu -2# 1 0 8x o “1 RSR RE 
—(2x—#9) O +1  £x M HUNE R, O cosy 
It—-7x +1 0 2x —1 0 He Dar 
3: 1 1 L 
Ë DL RE Cuir Wadi 
Ÿ $ E +73 cos Ÿ 
“ed tt SPENCER RS CAMES ET SIREN ET 
1 1 — 
DPÆT 1x +— = WAR 0 
+ Ÿ 2 V2 *y2 2 cos ÿ 
IV) + x US D ARNEDR I POUN RER 
L 1 Æ 
HE AU RE LE Ir ER, | OUcsy 
v| . VAN 
+2x —] 0 — 1 0 — 1 ER, —R, +1. 
Dabei ist abgekürzt gesetzt V2xrR = V, 
Ep — cos? y 1 Y 
The LORS Aer Con DRE PARLE QE 
À cosy À cos Ÿ À cos 


Endlich gilt allgemein nach (32) für die Bereiche I, III, V 
66) . M =H,+6G,, M = H,-0,, 
dagegen für die Bereiche II und IV 
67) M = -(4,-G), M= -(H,+6G,). 
In dem Falle, daB sin # verschwindet, werden G, und JJ, gleich Null, 
ONF ci Le ‘a H,= H(rP) su aie 
a (8+1)V2 0 (+1) V2E 


12) Unter Benutzung dieser Werthe folgen nun aus (54) und 
(55) die folgenden Ausdrücke für die fünf Bereiche: 


ai: tg ÿ 
TAV2xrR, 
Le D Eine à er 

Æ 4 si TAV2xrR, 


J) y = —2x, Ÿ, = + ((cosrR, + sinrR, —G(rR,)), 


G(rR,), 


24 W. Voigt, 


r° K° te y 
II = 0 D = — — 27 G(rR,), 
) y 1 m TAV2xre, ( ) 
G9) ENV) y = x, , — rs (cosr R,+sinrR, — G(rR,)), 
l'K'tgy 


V) y = 2x, Y, = + 


cosrR, + sinrR, — G(rR,)). 
£ Ne FR) 


Der Uebergang zu dem Fall homogener Wellen geschieht 


wie S. 16 durch Einführung des Werthes w = 0. Hierdurch 
wird 
R,= 0, R,,=s 4x/1, 
te WIVR, = Va/z 


und demgemäf wegen G(0) = 3 


nr K°? 
= —9 (DRE DR 
I) Y H , m Tosvarr: 
11) Ÿ SZ — A, es, RE OF, 
nr K° 
LIT — 0, De — em ———) 
se Le " 27 V2ar 
IV) Y = LA 2e = de 
a K° 


MR No 

Hier findet also an den beiden zu der — X-Axe parallelen Ra- 
dienvectoren die Energiestrômung rein radial statt; die Richtung 
y — —x stellt dabei jene Grenze der beiden im nicht physikali- 
schen Blatt stattfindenden Energiestromungen dar, von der auf 
S. 4 gesprochen ist. An den beiden zu der + X-Axe parallelen 
Radienvectoren ist eine zu ihnen normale Strômungs -Componente 
vorhanden und zwar ist sie für à — +2x positiv, für g — 0 
negativ, — in beiden Vectoren aber von derselben absoluten GrüBe. 
Dies entspricht in der That genau der Symmetrie des Vorganges. 

Vergleicht man mit den speciellen Werthen (70) die allge- 
meinen (69), am besten für einen kleinen Werth des Winkels w, 
und bedenkt man, dafi G für wachsendes Argument abnimmt, 
ohne sein Vorzeichen zu wechseln, so erkennt man, da in den 
Fällen y = —x und # — 0 ein Encrgiestrom %#, von constanter 
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negativer Richtung stattfindet, und zwar für # — —x von ge- 
ringerer, für # — 0 von bedeutenderer Stärke, daf aber in den 
andern Fällen die Richtung des Energiestromes %, längs des 
Radiusvectors beiläufig periodisch mit dem Abstand vom Coordi- 
natenanfang wechselt. Da R, an Grüfe R, beträchtlich über- 
steigt, so liegen diese Zeichenwechsel für y — x einander viel 
näher, als für y — +27x; auBerdem wird das erreichte Maximum 
der Stromstärke im ersten Falle geringer sein, als im zweiten. 


Dieser längs gewisser Radienvectoren stattfindende Zeichen- 
wechsel von %, ist äuferst merkwürdig. Für die hier angeregte 
Frage ergiebt sich jedenfalls als unzweifelhaft, dal ein Verzwei- 
gungsschnitt, der mit einem solchen Vector zusammenfällt, als 
ein absolut schwarzer Schirm nicht gedeutet werden darf, und 
wir werden daraus auch schliefien müssen, dal Gleiches von den 
ihnen benachbarten Richtungen, insbesondere also auch von den 
Richtungen in der Umgebung von w — +27x gilt. 

13) Da hiermit aber nicht jede Môglichkeit einer Verwen- 
dung der aufgestellten Lüsung ausgeschlossen ist, ergiebt sich 
leicht, wenn wir einen der durch die Formeln (56) und (57) um- 
faBten speciellen Fälle genauer betrachten. 


Wir wollen den Ausdruck (57) auf die im Bereich IV lie- 


gende Richtung y — 3x anwenden. Hier ist 
sinwy — —1, cosy — 0, P — Q — Ru 
PTE re 79 Q'=0,m=>0, n°=0, m=—>"m"| 
À cos y 


und man erhält leicht 


AK RO mo A 2AT IT PO OR ATTIT ane 
D, = +———— Le 2sin[7 + )-w|| 2sin( ou }-4 + | 
7 cos D | V À 4 € V À + 
71) : 


ann +9 +4 Von +) ar tr] 


Für kleine r überwiegen die mit 1/V7 proportionalen Glicder mn! 
und #" die additiv mit ihnen verbundenen; zugleich sind die in 
sie multiplicirten Klammern ersichtlich positiv. Hier ist also 
auch #, > 0. 

Für etwas grüBcre r hbestimmen die ExponentialgrüBen das 
Vorzeichen; dort wird sehr nahezu 
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+2r|Q| 
y — 2x k K'e 


At cos cos y 


dort ist also %, auch positiv. 


Durch diese Ueberlegung ist für den ganzen Radiusvector 
Y — $x mit AusschluB einer kleinen Strecke, wo unsere Schluf- 
weise versagt, das positive Vorzeichen von %,, also die positive 
Richtung des zum Vector normalen Energiestromes streng nach- 
gewiesen. Für den Rest genüge hier die ergänzende qualitative 
Ueberlegung, daB auf den betrachteten Vector die intensivere 
Hälfte der aus Unendlich kommenden ebenen inhomogenen Welle 
auffällt, und dañ das positive Vorzeichen von #, ein Ueberwiegen 
der in dieser stattfindenden Energiestrômung über die betreffende 
Componente der Energiebewegung in der vom Schirmrande aus- 
gehenden Kreiswelle (s. S. 15) bedeutet. Ist das positive Zeïichen 
für kleinere und für grôBere r nachgewiesen, so ist kein Grund er- 
sichtlich, warum für mittlere ein entgegengesetztes stattfinden sollte. 

Mit der soeben betrachten Richtung w = $x ist im untern 
Blatt die Richtung y — —1x parallel. Letztere liegt zwischen 
den beiden Vectoren w — 0 und w — —x, für welche durch die 
bezüglichen Formeln des Systems (69) ein überall negativer Werth 
der Energiestrômung %, streng erwiesen ist. Da in dem durch 
sie begrenzten Bereich keinerlei Veranlassung zur Umkehrung der 
Stromrichtung gegeben ist, so darf es als feststehend angesehen 
werden, da auch in dem durch w — —1x gegebenen Radius- 
vector #  allenthalben negativ ist. Ein strenger Nachweïis die- 
ser Thatsache durch die Rechnung, der an die Formel (56) anzu- 
knüpfen hätte, würde sehr umständlich sein und mag deshalb 
unterbleiben. 

Aus Vorstehendem ist zu schlieBen, daB jedenfalls Verzwei- 
gungsschnitte in der Nähe der Richtung y = $x im obern Blatt, 
die mit der Richtung w — —1x im untern Blatt parallel ist, 
als absolut schwarze Schirme nipelast werden dürfen. Die 
Fälle entsprechen aber gerade den in der Praxis wobl allein in 
Betracht kommenden Problemen. Denn, wie wir auch immer ebene 
inhomogene Wellen hervorbringen mügen, ob durch sogenannte 
Totalreflexion im zweiten Medium, oder aber durch Brechung in 
einem absorbirenden Prisma: immer sind sie naturgemäf nach der 
Seite der unendlich wachsenden Amplituden begrenzt, während 
sie sich nach der Seite der unendlich abnehmenden beliebig weit, 
— jedenfalls soweit, daf eine Begrenzung wegen der Kleinheit 
der Intensität dort ignorirt werden kann — ausdehnen lassen, 
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Fig. db Figur 5 giebt eine Anordnung 
wieder, welche die Beugung einer 


: LA vit ivrer intensiveren Hfte ant 
dl einen schwarzen Schirm auffallen- 


= r den Welle zu beobachten gestattet. 
pp stellt eine planparallele Platte 

dar, die aus einem durchsichtigen und einem stark absorbirenden 
Prisma von angenähert derselben Glassorte zusammengesetzt ist, 
ss den schwarzen Schirm. Fällt von oben her ungefähr normal 
eine ebene Welle ein, so ist damit sehr nahezu der Fall realisirt, 
der oben besprochen wurde. | 

Es mag hier betont werden, daB zur Erzielung eines merk- 
lichen Winkels # ein sehr bedeutender Grad von Inhomogenität 
erforderlich ist. Nach $S. 16 giebt 1/2xq die Strecke !, längs 
welcher in der einfallenden Welle die Amplitude auf den e-ten 
Theil abfällt. Nun ist g — tgwy, also tgw — 1/2xl; y — B° 
verlangt für Z einen Werth von etwa 0,001 mm, somit ein 
überaus stark absorbirendes Prisma. 

Die Wellen, die bei der sogenannten totalen Reflexion im 
zweiten Medium entstehen, haben Amplituden, welche mit 


Er: Var —T 
proportional sind, wobei y die Entfernung von der total reflecti- 
renden Fläche, 1 die Wellenlänge im zweïiten Medium, « den Sinus 
des Eïinfallswinkels und » das BrechungsverhältniB des ersten ge- 
gen das zweite Medium bezeichnet. Hier ist also 

qg=Vna-1 = tgy; 
beim Grenzwinkel der totalen Reflexion wird q gleich Null, und 
erreicht seinen grüBten Werth Vn'—1 bei streifendem Einfall. 
Letzterer ist bei Reflexion in Glas an Luft etwa VB/4, was 
einem Winkel Y grüBer als 45° entspricht. 

Uebrigens mag bemerkt werden, dass eine merkliche Wirkung 
der Inhomogenität der einfallenden Welle auf die Beugungserschei- 
nung schon bei sehr kleinem y eintritt. 

14) Nachdem wir ein Bereich festgestellt haben, innerhalb 
dessen unsere Lôüsung eine physikalische Bedeutung besitzt, gehen 
wir nunmebr zu der Untersuchung des Gesetzes der Intensität 
über. Dabei wollen wir gemäB dem soeben Entwickelten den Ver- 
zweigungsschnitt in die Nähe des Vectors W — +#£#x, resp. W — 
— }x, gelegt denken und das dann entstehende obere Blatt, das 
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Fig. 6. als Abbild des physika- 
lischen Raumes als ph y- 

N 
Q zeichnet werden kann, 
ausschlieflich betrach- 
ten. In Fig. 6 ist die 
N 4 so entstehende Verthei- 
S mp AL ED à lung der Grebiete auf die 
A S VE La beiden Blätter für den 
LE Fall gezeichnet, daf der 


sikalisches Blatt be- 
QI LÀ Z 
K 
K NE 


N 


NN “ii V2 Verzweigungsschnitt 

2 mit dem Vector y — 3x 

SAT resp Ÿ — —1x zu- 
sammenfällt. 


Nach (37) und (38) ist für die Bereiche IT und IIT die com- 
plexe Amplitude vou % 


- mL 
72) Y=Vikme À ; 
für die Bereiche I, IV, V hingegen 
Le 1 7. 2xir 
73) it An 7) AU 
A pe K((1—ie M)e 


Bezeichnen M’ und 6 die zu M und 6 conjugirten Functionen, so 
ergiebt sich für das Quadrat der reellen Amplitude À in den Be- 
reichen II und III 


74) PAË = 1K MM’ > 1 K(M°+ M"), 
in 1, IV, V dagegen 
A = LKA((—-ÿett -M)(A+de- M) 
75) = 4 LÉ) M +de = Mi pete Mr) 
= K{e7 2% 0 "V2 [M'sin(r P+H1x)— M'cos(r P+1x)]+4(M°+M"). 
Die Discussion dieser Formeln wird durch die Unmüglichkeit, 
den Verlauf der in M' und W" enthaltenen Integrale G und 
genaucr zu übersehen, erschwert. Eine Ausnahme bildet der Fall, 
daf der Factor r,?} von € in der Exponentialgrüfe einen sehr 


groBen Werth besitzt, weil dann nur äuferst kleine € überhaupt 
einen merklichen Beitrag zu den Integralwerthen licfern, und 
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demgemäB der Nenner £ +1 angenähert mit Eins vertauscht wer- 
den darf. 


Bezeichnet man den für eine bestimmte Genauigkeit gefor- 
derten Minimal-Werth von r |?) durch 11 und bemerkt, daB 


2x7 
pi 


COS Ÿ — cos W 


76) r|P = Ar 


ist, so ergiebt sich für das durch die folgenden Entwickelungen 
nicht umfafite Gebiet I' der zweiblättrigen Ebene die Un- 
gleichung 


2xr 


à COS W — cos Y er 


Hat cos Y 


Die Gleichungen der beiden Grenzeurven von L' lauten, falls man 
ITA cos Y/2x in À abkürzt, 


78) r (cos ÿ—cosp) — + À: 


sie stellen also zwei Hyperbelzweige mit parallelen Asymptoten 

Fig. 7 dar, die so liegen, wie in Fig 6 

re durch die punktirten Linien an- 

gedeutet ist. Den sehr anschau- 

lichen Inhalt der Gleichung (73) 

vergegenwärtigt Fig. 7. Die Pro- 
jectionen der kleinen Bôügen 


PP) NT A0: DILDE CAE ... 
wie auch der Vector p,p}, müssen sämmtlich gleich 4 sein. 

Zur Beurtheilung der GrüBenordnung der in Betracht kom- 
menden Werthe von 11 und 4 ist zu benutzen, daf bei kleinem 
Y—v = ÿ 
2axr9 

À 


ist, und daB man zumeist in Entfernungen » vom Schirmrande 
beobachtet, welche 1dm übersteigen. Nimmt man r nur gleich 
100 mm und setzt 4 — (5/10000)mm, so wird rund 


1 — 12000009. tg w: 


und man erkemt, daf bei mäfigen Werthen # recht kleinen #, 
also recht kleinen Breiten von I', doch sehr bedeutende 11 ent- 
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sprechen. Nimmt man z.B. W — 10°, # — 4° wo also nur etwa 
1/20 des Gebietes IIT von der pont ame en bliebe, 
so wird II rund 2000. 


Der Grad der Annäherung, die man bei einem vorgeschrie- 
benen 11 durch Fortlassen von & neben Eins in den Nennern der 
Integrale (23) erhält, ist schwer zu schätzen, weil die integrirten 
Functionen periodisch ihr Vorzeichen wechseln. Die relative (e- 
nauigkeit ist grôBer bei den selbst grôBeren Integralen H, und 
H,, geringer bei den selbst kleineren G, und G@,, was, wie sich 
zeigen wird, keine Nachtheïle hat, da in den Ausdrücken für 4° 
wegen der Bedeutung von M' und M” immer ein H und ein G 
additiv verbunden auftreten. Ich habe mich durch einen Ueber- 
schlag, bei dem das Integral in eine Summe von durch Annäbhe- 
rung zu berechnende Glieder zerlegt wurde, davon überzeugt, daf 
man mit Zahlen von der beispielsweise angegebenen Ordnung eine 
Annäherung erhält, die für eine qualitative Discussion der 
Resultate der Theorie ausreicht. 


Durch Vernachlässigung von £ neben Eins gehen nun die 
durch (23) definirten Integrale H, H, G,, G, in die folgenden 
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichneten über : 


— e—TIPIE cosr QEdt = 
ie = et" lPlÉginrQEdé = k,, 
1 

= PEN = ÿ,; 


LPC . 
ef VE er Pt sin r Qudt = ÿ,; 


deren Werthe sich wegen 6° — r(P+ iQ) direct aus dem Integral 


81) = il ea dE = h,— 


—. 


80) 


und dem daraus folgenden 


em) + if Vita où 


ergeben. Die Vorzeichen bestimmt man am achete , indem 
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man benutzt, daB 4, und g, für y = 0, d.h. für Q = 0, positiv 
sein müssen. 


Setzt man, ähnlich wie S. 22, 


83) |P|+iQ = Ré, 
so wird für N x x 
be ee AC 
27 D LE Ÿ, 0, Tr Ÿ, 
und es findet sich 
84 ee ri di pate nnLLLT 0 
V2xrR’ EE V£zxrR 
8b LA TCOSBY tÉ xsin3 4 
) rs V2xrR" 4 UVSark 


15) Das Bereich, in dem Beugungserscheinungen in erster 
Linie zu erwarten sind, ist das Bereich IIT, das die geometrische 
Schattengrenze y — 0 enthält. 


Nach (74) wird hier in der eingeführten Annäherung 


A = 1 K°((4,+g) +(k,—g.)) 
86) Ke sin? y 1 
AnrR\ TrR Fax) 


Für R und y gilt nach (63) und (64) 


Fed 2x 1— —cospoosp nb smYsiny 


im cos Ÿ 1—cosŸ cos ÿ ” 
für # — O ist R — |P|, und bei den eingeführten Annahmen ist 


das erste Glied des Ausdruckes (86) für den Werth von À* in 
erster Linie mafgebend. Dasselbe lautet ausführlich 


K'Acosy 


A? — TR a mn" me 
87) 8x°r (1— cos y cos y) 


und zeigt, daB 4° ein Maximum in der Mitte des Bereiches III, 
d.h. in der geometrischen Schattengrenze besitzt, und nach beiden 
Seiten hin abnimmt. Die Berücksichtigung des zweiten kleineren 
GHiedes ergiebt, daB der Abfall nach der negativen Seite stärker 
ist, wie nacli der positiven. 
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In dem Bereich IL gilt für 4? nach (74) und (67) dieselbe 
Formel, wie in IT; 4° nimmt also dort mit (über —#) abnehmendem 
y bis an den in der Nähe von # — —1x zu denkenden schwarzen 
Schirm noch weiter ab. 


Im Bereich IV ist nach (75) und (67) 
A —K (ne 0e "0e [(A,—9) sin(r P+1x)—(h+9,)cos(rP+1x)]) 
+ K° ((A,—9.) 12 (449.7). 


Der hier in der eckigen Klammer befindliche Ausdruck läfit 
sich auch schreiben : 


88) 


a sin(rP+1x+38%) +— es cos (rP+1 a+); 
das letzte abgesonderte Glied in (88) ist mit dem gesammten 4° 
in (86) identisch. 

Da P und y von y abhängen, so ergiebt Formel (88) wegen 
der Sinus- und Cosinus-Ausdrücke im allgemeinen die Müglichkeit 
einer Folge von Maxima und Minima der Intensität. Indessen 
wird bei einem wachsenden Werth des Winkels w die Grôfie rQ, 
die in dem in Betracht kommenden Bereich für wW < W < Lx grü- 
Ber als 2wrsin°w/Acosw ist, bald so beträchtlich, daf jene periodi- 
schen Wechsel unmerklich werden. Schliefilich bleibt nur dasselbe 
Gesetz für 4° übrig, das in den Bereichen IT und IIT gültig ist, 
und wenn man nach Wahrscheinlichkeit ein ähnliches für das 
dieser angenäherten Betrachtung nicht zugänglichen Bereich 1 um 
Y = +wy annimmt, so besteht der ganze Verlauf der Intensität 
von # — —}x bis +1x in einem Ansteigen von einem sehr ge- 
ringen Ausgangswerth bis zu einem Maximum bei w — 0 und 
einem darauf folgenden ein wenig langsameren Abfallen. Dies ist 
in der That das, was ich als Resultat der Beobachtung in kleiner 
Entfernung r bereits vor Aufstellung der Theorie mitgetheilt habe ?). 

Es mag noch ausdrücklich darauf hingewiesen werden, wie 
vollständig die Beugungserscheinung des einfachen Randes durch 
die Inhomogenität der einfallenden Welle gegenüber dem bekann- 
ten Phänomen bei homogenen Wellen verändert wird. Im letzte- 
ren Falle befindet sich in der geometrischen Schattengrenze w = 0 
keineswegs ein Intensitätsmaximum. Die von w — —4x her lang- 
sam ansteigende Intensität hat hier vielmehr noch nicht ein Vier- 
tel der im ersten Maximum stattfindenden erreicht; das erste 


1) W. Voigt, Gôtt. Nachr. 1. c. p. 14. 
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Maximum selbst tritt hier bei einem kleinen positiven Werth von 
y ein, und ihm reiïhen sich weïtere Minima und Maxima in immer 
dichterer Folge und mit immer geringerer Werthdifferenz an, bis 
schlieflich merklich dieselbe constante Intensität Platz greift, die 
bei Abwesenheit des dunkeln Schirmes vorhanden sein würde. 

Es bietet keine Schwierigkeit sich vorzustellen, wie dieser 
Verlauf bei wachsender Inhomogenität der einfallenden Welle 
schlieflich in den oben abgeleiteten übergeht. 

Im Vorstehenden ist nur der einfachste Fall eines absolut 
schwarzen Beugungsschirmes, soweit ein solcher durch einen Ver- 
zweigungsschnitt der zweiblättrigen Ebene repräsentirt werden 
durfte, in Betracht gezogen. Es hat gar keine principielle Schwie- 
rigkeit, die Formeln für den Fall eines vollständig reflekti- 
renden Schirmes in der von Herrn Sommerfeld angegebenen 
Weise zu erweitern. Wegen der dabei eintretenden weiteren Com- 
plication der schon im einfachsten Falle reichlich complicirten For- 
meln und wegen des Fehlens eines aktuellen Interesses mag in- 
dessen davon Abstand genommen werden. 


Gôttingen, Januar 1899. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1899. Heft 1, 3 
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Ueber die Arbeit, welche in grôBeren Funken- 
strecken einer Tôplerschen Influenzmaschine 
verbraucht wird. 


Von 
Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Januar 1899. 


Zu Untersuchungen über Gas-Entladungen habe ich vor zwei 
Jahren eine vierzig-plattige Tôplersche Influenzmaschine ange- 
schafft. Sie war nach besonderen Angaben von Herrn Tôpler ge- 
baut worden und war die stärkste bis dahin konstruierte. Nach 
freundlichen Mittheilungen von Herrn Max Tôpler wurde darnach 
eine noch kräftigere gebaut; bei dieser sollten genaue Arbeits 
messungen ausgeführt und publiciert werden. Ich habe bei der 
von mir gebrauchten Maschine eine Reïhe solcher Arbeitsmessungen 
gemacht. Mein Zweck war dabei mehr, mich mit den Eigenthüm- 
lichkeiten der Maschine vertraut zu machen, als jene Arbeits- 
leistungen systematisch und nach allen Richtungen hin zu unter- 
suchen. Die im Folgenden mitgetheilten Ergebnisse haben aber 
doch vielleicht auch neben den von Herrn Tüpler zu erwartenden 
Untersuchungen noch einiges Interesse. 

Zum Antriebe der Maschine diente ein Elektromotor von Sie- 
mens, der bei einer Spannung von 110 Volt und bei einer Touren- 
zahl von 1050 in der Minute 0.6 P.S. liefert. Bei den vorliegen- 
den Versuchen wurde der Motor in der Regel mit einer Spannung 
von 70 Volt, in einigen Fällen mit einer solchen von 80 Volt ge- 
trieben. Der Motor hat eine einfache Schenkelwickelung, welche 
zu dem Anker im NebenschluB liegt. In den Hauptstrom, d. h. 
zwischen die Polklemmen der Akkumulatorenbatterie und den 
Motor, war ein Regulierwiderstand eingeschaltet. Der Widerstand 
in diesem konnte stufenweise von 19.03 Ohm auf 0.21 Ohm ernie- 
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drigt werden. Ein zweiter Regulierwiderstand befand sich im 
Nebenschlu; sein Maximalwiderstand betrug 113.18 Ohm; in der 
Regel waren seine Widerstände sämmtlich ausgeschaltet und er 
bot dann nur noch einen kaum in Betracht kommenden Wider- 
stand von 0.12 Ohm. Wir geben zunächst einige Formeln, welche 
theils zur Berechnung der Arbeit, theils zur Controle der Be- 
obachtungen dienten. Die dabei angewandten Bezeichnungen sind 
folgende: Æ Spannung zwischen den Polklemmen der Akkumula- 
torenbatterie ; Æ, Klemmenspannung des Ankers; e elektromotori- 
sche Gegenkraft in dem Anker; r, Widerstand des Ankers; pr, 
Gesammtwiderstand im Nebenschluf ; R Gesammtwiderstand in der 
Zuleitung (zwischen den Polklemmen der Batterie und den Pol- 
klemmen des Ankers); J Stromstärke in der Zuleitung; :, Strom- 
stärke im Anker; i, Stromstärke im NebenschluB; À die vom 
Anker in 1 sec. geleistete Arbeit; die Formeln sind: 


e= E,—r,i, 


A et. 
E-E, 

R— T = 
E, 

r, = —<. 


U 


Li 


Die Spannungen Æ und Æ, wurden mit einem Torsionsvolt- 
meter gemessen; durch Vergleichung mit einem Siemens’schen Prä- 
cisions-Volt- und Ampermeter ergaben sich folgende Reduktions- 
factoren für die Gradtheiïlung auf der Scheibe des Torsions- 
voltmeters : 


Grade des Voltmeters. Reduktionsfactoren auf Volt. 
43 1.1030 
64 1.1018 
55 1.1009 
36 1.0991 


Die Stromstärken J und ?, wurden mit Ampermetern gemessen. 
Zur Beobachtung der Stromstärke J diente in der Regel ein bis 
8 Amper zeigendes Instrument, welches im Folgenden als Amper- 
meter I bezeichnet werden soll; in einigen wenigen Fällen, in 
denen die Stromstärke sehr nahe auf 3 Amper stieg, oder sogar 
etwas darüber hinaus gieng, wurde zur Controle ein Ampermeter 
II benützt, das bis zu 10 Amper zeigte. Die Stromstärke im 
Nebenschluf wurde mit einem bis 0.3 Amper gehenden Instrument 

3* 
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gemessen, welches :im Folgenden mit bezeichnet ist. Die An- 
gaben der Ampermeter wurden gleichfalls auf das Siemens’sche 
Normalinstrument reduciert. Für das Ampermeter I ergab sich 
der Reduktionsfaktor 1.0135; für IL der Faktor 0.944. Bei einigen 
wenigen Beobachtungen waren die Ampermeter I und IT hinter 
einander in den Strom eingeschaltet; es fand dann zwischen den- 
selben vermuthlich eine kleine Wechselwirkung statt, so daB der 
Reduktionsfaktor von I auf 10138, der von Il auf 0.950 stieg. 
Für Ampermeter III ergab sich der Reduktionsfaktor 1.0018. 

Bei allen Beobachtungen wurden die Tourenzahlen des Motors 
und der Maschine mit Hülfe eines Zählers und eines Sekunden- 
Schlägers bestimmt. Das Intervall zwischen zwei Schlägen des 
letzteren ergab sich zu 1.0460 sec. 

Der Widerstand des Ankers wurde unmittelbar nach jeder 
Beobachtung aufs neue bestimmt; ebenso der Widerstand im Ne- 
benschluf, um dadurch eine Kontrole für die Beobachtungen zu 
gewinnen. 


Abhängigkeit der Arbeit von der Tourenzahl der Maschine. 


Die Beobachtungen wurden in der Weiïse ausgeführt, daB mit 
Hülfe des in der Zuleitung liegenden Rheostaten zunächst auf eine 
passende Stromstärke und Umdrehungszahl eingestellt wurde. 
Sobald der stationäre Zustand eingetreten war, wurden die Strom- 
stärken J und :,, sowie die Spannungen E und Æ, abgelesen; 
hierauf wurden die Umdrehungen des Motors und der Maschine 
während fünfzig Schlägen des Sekundenzählers gezählt; darauf 
abermals die Stromstärken J und , abgelesen, von neuem die 
Tourenzahlen des Motors und der Maschine bestimmt, und endlich 
noch einmal die Werthe von J, ,, E und E, gemessen. Hierauf 
wurden durch Aenderung des in der Zuleitung liegenden Wider- 
standes Stromstärke und Umdrehungszahl geändert und für die 
neuen Verhältnisse in derselben Weise wie vorher die in Betracht 
kommenden GrôBen gemessen. Nachher wurde der Contakt des 
Regulierwiderstandes wieder auf den ursprünglich gewählten Punkt 
zurückgestellt, und es wurden die erwähnten Messungen in der- 
selben Reïhenfolge noch einmal wiederholt. Der ganze Satz von 
Beobachtungen nahm eine Zeit von etwa 40 Minuten in Anspruch. 
Es war dann bei der eisernen Rolle der Maschine zuweilen eine 
leichte Erwärmung zu fühlen; bei der hülzernen Rolle des Motors 
war eine solche nicht wahrzunehmen. Die Erwärmung rührte of- 
fenbar von einem schwachen Gleiten der Lederschnur auf der Rolle 
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der Maschine her, welches bei nachlassender Spannung der Schnur 
eintrat. 

Die Resultate der Beobachtungen sind in der folgenden Ta- 
belle zusammengestellt; der bei der Berechnung von e gebrauchte 
Widerstand des Ankers betrug im Mittel 2.497 Ohm. À ist die 
von dem Anker in der Sekunde geleistete Arbeit in Watt ausge- 
drückt; n, bezeichnet die Umdrehungszahl der Maschine für die 
Sekunde berechnet; », ebenso die Umdrehungszahl des Motors. 


LA € A "a Afns LVL œ 
2.53 43.3 109.2 11.90 9.19 1.059 
2.26 61.0 137.8 13.88 9.95 1.051 0.434 
2.36 44.8 106.8 11.81 8.96 1.052 


2.2b 61.5 138.0 12.98 10.62 1.108 
2.36 44.9 105.9 11.23 9.42 1.110 0.562 
2.20 61.4 135.0 13.14 10.28 1.101 


2.82 40.6 114.3 11.80 9.70 1.090 
2.45 60.0 146.9 1411 10.40 1.060 0.326 
2.65 42.3 112.0 11.70 9.57 1.118 


2.42 49.0 118.4 1171 10.11 1.048 
2.10 73.2 153.7 13.88 11.08 1.110 0.442 
2.34 49.8 116.4 11.58 10.07 1.090 


2.69 41.2 110.9 11.05 10.01 LEE 
2.24 117 160.6 13.91 11.52 1.096 0.464 
2.64 42.5 112.0 10.88 10.30 1.110 


2.29 53.7 117.4 12.00 9.79 1.090 
2.09 72.4 151.1 13.67 11.08 1.121 0.745 
2.19 54.0 118.1 11.98 9.88 1.108 


Die absoluten Werthe der Arbeit, welche bei einer Umdrehung 
der Maschine geleistet wird, sind an den verschiedenen Beobach- 
tungstagen ziemlich verschieden. Aus jedem einzelnen Beobach- 
tungssatze ergiebt sich aber sicher, da die Arbeit A/n, mit wach- 
sender Tourenzahl n», steigt. Man kann versuchen, die Arbeit als 
Funktion der Tourenzahl in erster Annäherung durch die Formel 


4. = a +an, 
LA 


darzustellen. Für « ergeben sich dann aus den einzelnen Beobach- 
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tungssätzen die in der letzten Kolumne angegebenen Werthe. Im 
Mittel wird 
a — 0.495. 


Arbeit in einer Funkenstrecke. 


Die Beobachtungen wurden in der folgenden Weise ausgeführt. 
Die Conduktoren der Maschine wurden zuerst in unmittelbare Be- 
rübrung gebracht. Der Strom in dem Elektromotor wurde ge- 
schlossen; sobald der stationäre Zustand eingetreten war, wurden 
die Spannungen, Stromstärken und Tourenzahlen in derselben 
Reïhenfolge gemessen, wie bei den vorhergehenden Beobachtungen. 
Sodann wurden, während der Motor im Gang blieb, die Conduk- 
toren bis auf die gewünschte Entfernung auseinandergezogen, und 
so die Funkenstrecke eingeschaltet. Nach Eintritt des stationären 
Zustandes wurden die in Betracht kommenden Grôfen in derselben 
Reïhenfolge wie zuvor gemessen. Nachher wurden die Conduktoren 
wieder bis zur Berührung zusammengeschoben und die früheren 
Messungen wiederholt. 

Die Ergebnisse der Beobachtungen sind in der folgenden Ta- 
belle enthalten. Der Mittelwerth von r, war bei diesen Beob- 
achtungen 2.557. 


Funken. CP e A Ma Afña Va lNa 
0 2.25 61.4 137.9 12.82 10.71 1.079 
2cm 2.53 59.7 151.0 12.58 12.00 1.048 
0 2.16 61.0 131.8 12.92 10.19 1.080 
0 2.09 62.0 129.5 13.37 9.70 1.078 


2cm 2.41 60.4 145.3 13.02 11.17 1.073 
0 2.09 61.8 129.0 13.46 9.61 1.061 


0 2.25 61.3 138.0 13.00 10.61 1.082 
2cm 2.b3 59.7 151.0 12.78 11.81 1.060 
0 2.21 60.7 134.1 13.10 10.25 1.079 


0 2.17 61.6 133.5 12.90 10.32 1.049 
4cm 2.50 b9.7 149.1 12.55 11.90 1.050 
0 2.08 61.2 127.1 13.10 9.75 1.061 


0 2.19 61.9 135.3 13.10 10.33 1.090 
4cm  2.5b 60.5 154.1 12.69 12.17 1.146 
0 2,15 61.7 132.8 13.29 10.01 1.102 
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0 2.21 61.6 136.0 13.07 10.40 1.068 
4cm 254 ‘60.4 153.1 12.70 12.07 1.088 
0 2.18 61.7 134.4 13.20 10.20 1.096 


0 2.14 61.5 131.5 13.06 10.09 1.064 
6cm 2.82 b8.7 165.5 12.22 13.52 1.064 
0 2.36 60.2 142.0 12.61 11.21 1.088 


0 2.24 60.4 135.0 13.24 10.22 1.050 
‘Gcm 2.88 b7.7 166.1 12.69 13.10 1.052 
0 2.15 60.6 129.8 13.43 9.70 1.110 


0 2.24 60.1 134.8 13.23 10.19 | 1.078 
6cm 2.88 b7.3 164.9 12.67 13.00 1.078 
0 2.23 60.0 133.8 13.37 10.10 1.052 


0 2.19 60.8 133.1 12.81 10.39 1.088 
8cm 2.59 b8.9 152.4 12.30 12.39 1.091 
0 2.29 60.0 136.7 12.77 10.70 1.059 


0 2.22 61.1 135.7 12.81 10.61 1.070 
8 cm 2.40 60.2 144.3 12.73 11.34 1.049 
0 2.07 61.0 126.1 13.04 9.69 1.051 


0 2.29 60.7 139.0 13.08 10.61 1.100 
8cm 2.64 59.3 156.2 12.79 12.21 1.077 
0 2.19 60.5 132.4 13.10 10.11 1.079 


Die mit und ohne Funkenstrecke gefundenen Werthe von 
An, sind mit einander nicht unmittelbar vergleichbar wegen der 
Verschiedenheit der Umdrehungszahlen. Es wurden daher die 
ohne Funkenstrecke gefundenen Werthe mit Hülfe des im vorher- 
gehenden Abschnitt abgeleiteten Faktors auf die Umdrehungszahl 
reduciert, welche jeweilig bei eingeschalteter Funkenstrecke ge- 
funden worden war. Die so berechneten Werthe von An, wurden 
nun von den entsprechenden Werthen bei eingeschalteter Funken- 
strecke subtrahiert. Die Differenz giebt dann die Arbeit, welche 
bei einer Umdrehung der Maschine in der Funkenstrecke geleistet 
wurde. Die gefundenen Arbeiten, ausgedrückt in Watt, sind in 
der folgenden Tabelle zusammengestellt : 
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Funkenstrecke. Arbeit in der Funkenstrecke bei einer Umdrehung 
- der Maschine in Volt-Amper-sec. 
2 cm 1.69 1.71 1.51 
4cm 2.09 2.25 1.89 
6 cm 3.17 8.46 3.17 
8 cm 2.10 1.28 2.00 


Bei Einschaltung der Funkenstrecke von 8cm Länge erfolgten 
ab und zu innere Entladungen der Maschine. Jede derselben war 
mit einem plôtzlichen Zurückschwanken der Stromstärke J ver- 
bunden. Die Bestimmung von J wurde dadurch unsicher und 
dies ist der Grund für den erheblich abweichenden Werth in der 
vierten Horizontalreihe. 

Aus den Zahlen der vorhergehenden Tabelle wurden zunächst 
die Mittelwerthe für die in der Funkenstrecke geleisteten Arbeïiten 
berechnet; wenn diese Werthe mit den entsprechenden mittleren 
Umdrehungszahlen der Maschine multipliciert werden, so ergeben 
sich die in der Sekunde geleisteten Arbeiten ausgedrückt in Watt. 
Aus den gefundenen Zahlen sind dann endlich auch die Wärme- 
mengen berechnet, die in der Funkenstrecke in 1 sec. erzeugt 
wurden. Diese Zahlen sind in der folgenden Tabelle zusammen- 
gestellt : 


Funkenstrecke. Arbeit bei Umdrehungs- Arbeit in g. calorieen 
einer Umdrehung. zahl. 1 sec. in 1 sec. 
2 cm 1.64 12.79 20.97 4.96 
4 cm 2.08 12.65 26.35 6.06 
6 cm 3.27 12.53 41.00 9.56 
8 cm 1.79 12.61 22.59 b.39 


Beim Uebergang von einer Funkenstrecke von 6 cm zu einer 
solchen von 8 cm erfahren Arbeit und Wärme eine sehr erheb- 
liche Verminderung. Die Potentialdifferenz zwischen den Con- 
duktoren muB bei VergrôBerung der Funkenstrecke wachsen. Das 
Resultat ist also nur dadurch zu erklären, da bei einer Funken- 
länge von 8cm die Menge der zur Entladung kommenden Elek- 
tricität erheblich kleiner ist, als bei der Funkenlänge von 6 cm. 
Darauf deutet auch das verschiedene Aussehen der Entladung in 
den beiden Füällen. 

Ich habe versucht, die im Vorhergehenden erhaltenen Resul- 
tate noch auf einem anderen Wege zu prüfen. Die beiden Con- 
duktoren der Influenzmaschine wurden durch einen Leiterkreis 
mit einander verbunden. Dieser enthielt vier ziemlich gleiche, 
nach Hittorf mit Jodkadmiumlôsung gefüllte Rôhren, die ähn- 
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lich wie die Widerstände eines Rheostaten angeordnet waren; 
auBerdem war eine Tangentenbussole in den Kreis eingeschaltet. 
Die Mitte des aus den Rôhren gebildeten Widerstandsatzes war 
stets nach der Erde abgeleitet. Das eine oder das andere Ende 
desselben wurde mit dem Knopfe eines Braun’ schen Elektrometers 
verbunden. Auf diese Weise konnte die zwischen den Enden 
des Jodkadmium-Widerstandes vorhandene Potentialdifferenz ge- 
funden werden. 

Es wurden zwei Beobachtungen gemacht ; bei der ersten waren 
alle vier Jodkadmium-Rôhren in den Kreis eingeschaltet. Die 
Stromstärke betrug 0,001216 Am, die Potentialdifferenz zwischen 
den Enden des Jodkadmiumwiderstandes 16900 Volt. Hieraus 
ergeben sich für die Arbeit in einer Sekunde 20.57 Volt-Amper. 
Die Umdrehungszahl der Maschine war 13.19. Die. bei einer Um- 
drehung geleistete Arbeit ist hiernach gleich 1.56 Volt-Amper- 
Sekunden. 

Bei einem zweiten Versuche waren nur die beïden mittleren 
Jodkadmium-Rôühren in den SchliefBungskreis eingeschaltet. Die 
Stromstärke betrug 0.001360 Am, die Spannungsdifferenz zwischen 
den Enden des Jodkadmium -Widerstandes 9500 Volt, somit die 
Arbeit in der Sekunde 12.90 Volt-Amper. Die Umdrehungszahl 
der Maschine war 1411. Für die bei einer Umdrehung der Ma- 
schine geleistete Arbeit ergaben sich hiernach 0.91 Volt-Amper- 
Sekunden. Der Widerstand von den vier Jodkadmiumrôhren zu- 
sammengenommen betrug nach den Messungen 18.4 >< 106 Ohm, 
der Widerstand der beiden mittleren 7:0 >< 105 Ohm. 

Wurden die Conduktoren der Maschine bis zur Berührung 
zusammengeschoben, so gieng die Entladung nicht durch den 
SchlieBungskreis, sondern nur durch die Conduktoren. Wurden 
nun diese ein wenig auseinandergezogen, so erschien zwischen 
ihnen ein lebhafter Funkenstrom; die Entladung gieng der Haupt- 
sache nach durch diesen, nur zu einem Theïle durch den SchlieBungs- 
kreis. Bei zunehmender Entfernung der Conduktoren nahm der 
durch den SchlieBungskreis gehende Strom zu. Bei einer be- 
stimmten Entfernung aber hôrte der Funkenstrom zwischen den 
Conduktoren plôtzlich auf; war der Funkenstrom durch Ausein- 
anderziehen der Conduktoren unterbrochen worden, so trat er 
umgekehrt wieder auf, wenn sie einander bis auf eine gewisse 
Entfernung genähert wurden. Dann war die zwischen den Enden 
des Jodkadmiumwiderstandes vorhandene Potentialdifferenz eben 
genügend, um eine Funkenentladung zwischen den Conduktoren 
zu,erzeugen. Diese Entfernung wurde bestimmt, das. einemal, als. 
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alle vier, das anderemal, als nur die beiden mittleren Jodkadmium- 
Rôhren in den SchlieBungskreis eingeschaltet waren. Im ersten 
Falle ergab sich eine Entfernung von 0.61 cm, im anderen eine 
solche von 0.30 cm. Bei einer Funkenlänge von 0.30 cm kann man 
hiernach die Potentialdifferenz zwischen den Conduktoren gleich 9500 
Volt, bei einer Funkenlänge von 0.61 em gleich 16900 Volt setzen. 

Macht man nun die weitere Annahme, da die Menge der bei 
einer Umdrehung der Maschine entladenen Elektricität dieselbe 
bleibe, einerlei ob der Jodkadmium-Widerstand oder die damit 
äquivalente Funkenstrecke in den SchlieBungsbogen eingeschaltet 
ist, so gelten die gefundenen Werthe der Arbeit auch für die 
äquivalenten Funkenstrecken. Somit beträgt die bei einer Um- 
drehung der Maschine geleistete Arbeït 
in einer Funkenstrecke von 0.30 cm = 0.91 Volt-Am.-Sek. 

0] ” » » 061, — 156 , » ” 
Zahlen, welche im Vergleich mit den früher gefundenen etwas zu 
groB erscheinen. 


Zur Theorie des elektrischen Antriebes der Influenzmaschine. 

Wie früher sei À — e-:5, die von dem Elektromotor in einer 
Sekunde geleistete Arbeit; die von den elektrischen Wechselwir- 
kungen zwischen den festen und den rotierenden Theïilen der 
Tôplerschen Maschine bei einer Umdrehung konsumierte Arbeït 
sei L. Auf den Motor und auf die Maschine wirken statische 
Reïbungen, welche theils im Lager, theils an der Berührungsfläche 
von Schnur und Rolle wirken. Das von diesen Kräften um die 
Axe des Motors ausgeübte Drehungsmoment sei Z,, das ebenso 
auf die Maschine wirkende Drehungsmoment sei 4, AufBerdem 
wirken dynamische Reïbungen in den Axenlagern, deren Momente 
dy, ÂPs 
PRET und o, di 
y, und w, die Drehungswinkel der Axen des Motors und der Ma- 
schine verstanden sind. Da eine Erwärmung der Axen auch nach 
dreiviertelstündigem Gang von Motor und Maschine nicht zu be- 
merken war, so kommen diese Reibungen praktisch kaum in Be- 
tracht. Wie schon früher erwähnt wurde, war auch bei der hül- 
zernen Rolle des Motors keine Erwärmung zu spüren; wir schliefen 
daraus, daB zwischen der Rolle des Motors und zwischen der 
Lederschnur kein Gleiten stattfand. Dagegen war wenigstens bei 
. einem Theil der Versuche eine leichte Erwärmung der eisernen 
Rolle der Maschine zu beobachten. Diese mufite ihren Grund in: 
einem Gleiten der Lederschnur haben, Den Coëfficienten der glei- 


beziehungsweiïse gleich 6 sein môügen, wo unter 
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tenden Reïibung zwischen Schnur und Rolle bezeichnen wir durch », 
die Halbmesser der Rollen des Motors und der Maschine be- 
ziehungsweiïse mit r, und r,. Verstehen wir endlich unter T, den 
Zuwachs, den die lebendige Kraft des ganzen Systems während 
einer Sekunde erleidet, so ergiebt sich: 
T, = A—n,L—2x(n,4,+n,4,) 
— 4x" “ ni— 4x0, nd nr, nr). 

Da die Tourenzahlen #, und #, sich bei einem und demselben 
Versuche nur wenig änderten, so ist T, den übrigen in Betracht 
kommenden GrüBen gegenüber zu vernachlässigen. In einem be- 
sonders ungünstigen Falle belief sich T, auf etwa 220000 cm' g sec”, 
also in Volt-Amper auf 0.022, eine Grüfe, die den sonstigen Ar- 
beitswerthen gegenüber in der That nicht in Betracht kommt. 

Setzen wir dementsprechend 7, — 0, s0 ergiebt sich: 


A ", 
PA = L+2a (9e 2,44) 


+4r"n, 


n} n : 
ar +a+n(er—r)) 


Bei konstantem Verhältni8 der Tourenzahlen », und n, hängt 
A/n, in linearer Weiïise von #, ab, auch dann, wenn L von n, un- 
abhängig ist. 

Wir wollen annehmen, die vorhergehende Gleichung beziehe 
sich auf einen Versuch ohne Funkenstrecke. Bei einem Versuche 
mit eingeschalteter Funkenstrecke, aber bei unveränderten Touren- 
zahlen, sei die Arbeit des Motors in der Sekunde gleich À, die 
Arbeit der elektrischen Kräfte in der Maschine bei jeder Um- 
drebung gleich L', dann gilt die Gleichung : 

A' ñ ñ, 
Dre = L + 2x (5444) 


ni ñ, : 
+ 4x" n, a+ ta(ienn)| 
Somit : 
LE ET 
"s "s 


und dies ist die Gleichung, nach der wir die Arbeit in der Fun- 
kenstrecke früher berechnet haben. Uebrigens war bei den Ver- 
suchen mit eingeschalteten Funkenstrecken das Gleiten der Schnur 
in der Regel sebr gering, es war daher auch nur ausnahmsweiïse 
eine Erwärmung der Maschinenrolle zu fühlen. 


Eine neue Eigenschaft der Kugel. 


Von 


H. Licbmann. 


Vorgelegt in der Sitzung am 14. Januar 1899 von D. Hilbert. 


$ 1. Vorbemerkung. 


In der Ebene ist der Kreis die einzige Curve constanter 
Krümmung. 

Im dreidimensionalen Raum lautet der entsprechende Satz: 

Die Kugel ist die einzige geschlossene singula- 
ritätenfreie Fläche constanten positiven Krümmungs- 
maafes. 

Wir betonen das Wort: singularitätenfrei; denn geschlossene 
Flächen constanten positiven Krümmungsmaafies mit singulären 
Puncten oder Linien giebt es. 

Ein Beispiel für den ersteren Fall sind die Rotationsflächen 
constanten positiven Krümmungsmaafes vom spindelfürmigen Typus!). 
Eine solche Spindel hat zwei singuläre Puncte und ist eine ge- 
schlossene Fläche. 

Ein Beispiel für den zweiten Fall erhält man einfach, indem 
man die Kugel ,eindrückt“, d. h. indem man die Kugel mit einer 
Ebene schneidet und eine der beiden Calotten an dieser Ebene 
spiegelt. Die aus zwei Stücken einer Kugeloberfläche bestehende 
Fläiche, welche zusammengesetzt ist aus der gespiegelten und der 
nicht gespiegelten Calotte bezeichnen wir mit dem Namen ,einge- 
drückte Kugel“. Diese eingedrückte Kugel hat constantes 


1) Man vergleiche: Dyck, Katalog mathematischer Modelle p. 291. No. 216, 
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positives Krümmungsmaaf und ist geschlossen; sie hat aber eine 
singuläre Linie, nämlich den Rand der eingedrückten Calotte. — 

Wir sprechen noch den Satz aus!'), der eine Folgerung der 
ersten ist: 

Die Kugel läft sich als geschlossene Fläche nicht 
verbiegen, ohne da Singularitäten auftreten. 

Ein Beweis der genannten Sätze, die eine wichtige und ein- 
fache Eïigenschaft der Kugel enthalten, findet sich in den bis- 
herigen Untersuchungen über Flächen constanten positiven Krüm- 
mungsmaafes nirgends, und es ist daher nicht ohne Interesse, die- 
selben direct zu beweisen. 

Er ergiebt sich nämlich auch, wie Herr Prof. Hilbert mir 
gütigst mitgeteilt hat, als Folgerung aus allgemeineren Untersu- 
chungen von Herrn Prof. Minkowski, die aber noch nicht ver- 
ôffentlicht sind. 

In den folgenden Paragraphen wird nun ein Beweis gegeben, 
wobei allerdings vorausgesetzt wird, daf die Fläche analytisch 
ist, d.h., daf z durch Drehung des Coordinatensystems in jedem 
Punct in eine reguläre analytische Function von x und y verwan- 
delt werden kann. 


& 2. Beweismethode. 


Der Gang des Unmôglichkeitsbeweises wird folgender sein: 

Wir gehen von der Annahme aus, da es eine von der Kugel 
verschiedene Fläche constanten positiven Krümmungsmaafes giebt 
(wir wollen eine solche Fläche mit dem Namen Sphäroid be- 
zeichnen), untersuchen die Folgerungen aus dieser Annahme und 
werden dabei auf einen Widerspruch stoBen. 

Der Widerspruch wird der sein, daf aus der Existenz des 
Sphäroïdes die Existenz einer bestimmten (im folgenden Para- 
graphen weiter zu untersuchenden Fläche) der Kernfläche 
folgen würde, welche einerseits ganz im Endlichen bleibt, und 
andrerseits sich nach keiner Richtung hin durch eine Ebene ab- 
grenzen läft. 

Dies letztere ist so zu verstehen: Eine Ebene grenzt eine 
Fläche ab, wenn sie selbst Puncte der Fläche enthält, und den 
Raum in zwei Teile zerlegt, von denen nur der eine Puncte der 
Fläche enthält. (So grenzt eine Tangentialebene die Kugel ab, 


1) Zuerst (ohne Beweis) ausgesprochen von Minding (Crelle’s Journal 
B. 18 p. 368) 1838. 


46 H. Liebmann, 


so wird ein Halbkegel abgegrenzt durch eine Ebene, welche durch 
die Spitze geht und ihn nicht schneidet). 

Wenn nun eine Fläche, die noch so compliciert gestaltet sein 
mag, also Spitzen, Kanten, Durchdringungscurven in beliebiger 
Anzahl besitzt, auch aus beliebig vielen getrennten Stücken be- 
steht, ganz im Endlichen bleibt, so muB es in jeder Richtung (d.h. 
parallel zu jeder Ebene durch den Coordinatenanfang) abgren- 
zende Ebenen geben. Kann man eine einzige Richtung angeben, 
in der es eine abgrenzende Ebene nicht giebt, dann kann die 
Fläche nicht ganz im Endlichen liegen. . 

Von der Kernfläche werden wir nun viel mehr zeigen, näm- 
lich daB es überhaupt keine abgrenzende Ebene giebt. Dies steht 
im Widerspruch mit ihrer anderen Eigenschaft, ganz im Endlichen 
zu bleiben. 

Dieser Widerspruch läft sich dann nur durch die Annahme 
vermeiden, da die Kugel das einzige Sphäroid ist. 


$ 3. Die Kernfläche. 


Bonnet!) hat zuerst gezeigt, daB sich zu jeder Fläche con- 
stanten positiven KrümmungsmaaBes (wir setzen dasselbe — 1) 
zwei gewisse Parallelfiächen constanter mittlerer Krümmung con- 
struieren lassen. 

Trägt man nämlich auf den Normalen einer solchen Fläche 
nach auBen die Strecke 1 ab, so bekommt man eine Fläche con- 
stanter positiver mittlerer Krümmung (= 1), trägt man sie nach 
innen ab, so bekommt man eine Fläche constanter negativer mitt- 
lerer Kriümmung (= —1). 

Bezeichnen wir die Krümmungsradien der drei Flächen in ent- 
sprechenden Puncten mit r,r, bez. R,, R, und 6,, @,, so bestehen 
die Relationen: 


B-1=7r, = 6,+1 und 
R,—-1 — r, = @, +1. 

Diese beiden Parallelflächen wollen wir nun beim Sphäroid 
construieren und sie fortan mit dem Namen ,Mantelfläche“ 
und ,Kernfläche“ bezeichnen. 

Bei der Kugel ist die Kernfläche ein Punct, die Mantelfläche 
eine Kugel mit dem doppelten Radius der ersten Kugel. 


1) Man vergleiche: Bianchi, Differentialgeometrie, deutsch von Lukat, 
Leipzig 1898 p. 473, 
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Wir wollen hier noch etwas bei der Kernfläche verweilen 
und einige einfache Eigenschaften derselben aufzählen. 

1. Sie hat negative Krümmung. 

2. Sie bleibt ganz im Endlichen. 

3. Es ist môglich, daB sie sich selbst durchdringt in Puncten 
oder Curven. ÿ 

4. Den Nabelpuncten des Sphäroïds (N) entsprechen Spitzen 
auf der Kernfläche (N,), denn in den Puncten N, verschwinden 
die Krümmungsradien der Kernfläche, weil daselbst 9, — @, — 
r—l=7r,—-1—= 0 ist, wegen r, = #r, — |. 

5. Trotz der verschiedenen Singularitäten, welche auftreten 
kônnen, besteht doch folgender Satz : 

Man kann in jedem Punct der Kernfläche die Coor- 
dinaten £né als reguläre analytische Functionen 
von zweiParametern darstellen. Durchdringen sich ver- 
schiedene Teile in dem Punct, so kann man für jeden dieser Teile 
eine solche Entwickelung angeben. 

Um dies zu beweisen, legen wir folgendes Coordinatensystem 
zu Grund: Die zy-Ebene ist parallel zur Tangentialebene des 
Sphäroides, der Coordinatenanfang im Abstand 1 auf der Nor- 
male nach innen gelegen. 

Das Sphäroid wird dann dargestellt durch: 


D f(&, y), 


wo der Voraussetzung nach f(x, y) eine analytische Function ist; 
die Kernfläche wird gegeben durch: 


mi ONE ET 


und es ist evident, daB £n£ analytische Functionen von x und y 
sind. 
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In einem Nabelpunét (N) gestalten sich die Entwickelangen 
in folgender Weise : 
Wir setzen 


LÉ Vi—z—y +o(x,y), 
wo p(x,y) eine Potenzreihe ist, die mit Gliedern nicht niedriger 
als dritter Ordnung beginnt. 
Wir brauchen nun für das Folgende die Anfangsglieder der 
Reïhenentwickelung von £, n und £, und wir müssen zu diesem Zwecke 


L und Le berechnen, also 


de "T 8 
(o) — 0 
LE AE 2 + Cp. L 
0x Vip mm — Ôx 
dr Due larg 9p 


y — Vi-x-Y soie. 


und hieraus weiter: 
0z\2 /d2\: 
V1+(57-0) = 


ee Vire (2408) 


Ferner : 


ne) ()| 


ê& 
Ôx 


Det PE 


Var 0 49) 2 ff) fe 


Ce) 


und : 
£ 


y 


y + SVT y —&—ÿ 


Ta ay (09 +) (29) 


(ae) (35) 
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Wir setzen nun 
p=prpt.. 


wo œ, eine homogene Function m(= 2)ten Grades von x und y 

ist ; y, eine homogene Function nten Grades (n = mr) u. s. w. 
Dann ergeben sich, wenn man Ë, 7 und £ nach dem auf der 

vorigen Seite angegebenen Schema berechnet, folgende Formeln: 


” pa, …. | — y. 
age er serpr 
ES Te Ar | — pu 
= V-r-g+gs, +2 -g + = +y ete . 


(me + 1) p,+ 


Hier sind in den Reïhenentwickelungen überall nur die Glieder 
niedrigster Ordnung hingeschrieben. 

6. In der vorigen Nummer ist über die Function @ und spe- 
ciell über die Function y, keine Voraussetzung gemacht. Es ist 
aber klar, daf beim Sphäroïid, weil es eine Fläche constanten 
Krümmungsmaafes ist, die Function g, nicht vollkommen will- 
kürlich sein kann. Sie wird vielmehr eine bestimmte Differential- 
gleichung erfüllen müssen, die wir jetzt aufstellen wollen. 

Zu dem Ende müssen wir noch berechnen, welche Werte die 
drei zweiten Differentialquotienten von z annehmen. 

Dabei ergiebt sich: 


CAL PRREC PRE : ———, + p 
Ôx WE L'—= ox" ? 
d£ eù Ah | no, y 
Ox0y er a Le y) ÔxÔy ’ 
02 x —1 0° 

AR 5 
(rer 


Die Forderung nun, daB das Sphäroid constantes Krümmungs- 
maaB hat, drückt sich darin aus, daf 


de Oz 02 J-(1+ G+(S (1° s 
0x Oyÿ \oxrôy 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse 1899. } 1. 


Lx 
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sein muB; also 


EE NP A 2 A me A 
(ay) « Nl=x=y).02 (Vi=x y) Ôy 
PP RP." NA ve er. 
Ox, Oÿ (1-2 —-y") (Via =) Ox 0y en) 

vil 
EP CE RE (æ) 
1—2x—9 VI=x 9 Ox 
0 . 
£ y . 
PR Le ne ($) == 0 
1-2-y Jim y \oôy 


Entwickelt man nun und ordnet nach Potenzen von + und y, indem 
man wieder o = p,+9,+": setzt, wo m => 38 ist, so fallen die 
Glieder, welche von y frei sind, fort, weil sie die Differentialquo- 
tienten für die Gleichung einer Kugel darstellen, und die Glei- 
chung einer Kugel die Differentialgleichung identisch erfüllt. 

Im übrigen lauten die Glieder niedrigster Ordnung 


_6'qn _ d'y, 
0x op. 


Da diese nun verschwinden müssen, so erhalten wir das wichtige 
Ergebnis : À 

Die Function ®, erfüllt die Differentialglei- 
chung: 


$ 4 Die Unbegrenztheit der Kernfläche. 


Die Kernfläche hat überall negative Kriümmung. Wenn es 
also in einem Punct eine Tangentialebene giebt, so schneidet sie 
die Fläche, wie auch jede andere Ebene, welche durch einen sol- 
chen Punct geht, die Fläche in zwei Teile schneidet. 

Im allgemeinen also giebt es in einem Punct der Kernfläche 
keine abgrenzende Ebene. 

Wir wollen nun zeigen, daB diese Eigenschaft aach in den 
Puncten N, gewahrt bleibt, die den Puncten N, entsprechen, 


L * 
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Zu diesem Zweck dient folgende Betrachtung: Wir legen eine 
Ebene aË+8Bn+76 — 0 durch den Punct N, nach dem wir das 
Coordinatensystem gewählt haben wie in No. 5 des vorigen Para- 
graphen. 

Nun zeigen wir, daB die Function 


aë+Bn+76 


in der Nähe des Punctes £n£ das Zeichen wechselt, wenn man 
darin für £né die für die Kernfläche gegebenen Reïhenentwicke- 
lungen einsetzt, welche Werte auch «By haben mügen. 

Hieraus folgt dann, da8 der durch die Reïhenentwickelung 
angegebene Teil der Kernfläche im Punct N, nicht durch eine 
Ebene abgegrenzt werden kann. 

Beim Beweis des Zeichenwechsels von «£+Bn+76£ ist folgende 
Bemerkung von fundamentaler Bedeutung, die ich Herrn Prof, 
Hilbert verdanke. 

Die Function ,, ist, auch wenn ”» gerade ist, indefinit. 

DaB sie in der Nähe von x — 0, y — 0, das Zeichen wech- 
selt, wenn "” ungerade ist, ist selbstverständlich, da sie auch, 
wenn ”# gerade ist, eine indefinite Form darstellt, folgt daraus, 
daB y, wie oben gezeigt, die Differentialgleichung des Potentials 
erfüllt. Jedes Potential aber, welches eine homogene ganze Function 
ist, ist eine indefinite Form. — 

Nun unterscheiden wir weiterhin zwei Fälle. 

1) y, ist gerade. 

Dann be die Glieder Fe Ordnung von «Ë+fBn+7y6: 


ue L — B — 0), und dies ist 


eine are Function, die natürlich das Zeichen wechselt. 
Ist « — B — 0, so haben wir als Glied niedrigster Ordnung 


7(m+1)p. 


und da , undefinit ist, so wechselt auch diese Function das 
Zeichen in der Nähe von x = 0, y = 0, 
2) y, ist ungerade. 


(o) 
Dann lauten die Glieder niedrigster Ordnung « ce +B—— sh 


und dies stellt wieder eine indefinite Form dar, da Pie Pa ste 


0] : . 
zeitig auch _ und > =, also auch « de D # die Gleichung 


CE fer — 0 erfüllt, d.h. ein Potential ist und also indefinit. 
4* 
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Ist « — B — 0, so lautet das Glied niedrigster Ordnung 
wie oben | 


ji 7(m+1)p, 
und wechselt das Zeichen, da die Function jetzt ungerade ist. 
Also sehen wir: 
Auch in den Puncten N, giebt es keine Ebene, 
welche die Kernfläche abgrenzt. 


$ 5. Folgerungen. 


Wir haben die folgenden beiden Eigenschaften der Kernfläche 
kennen gelernt : 

1) Die Kernfläche bleibt im Endlichen ($ 8. 2). 

2) Es giebt überhaupt keine Ebene, welche die Kernfläche ab- 
grenzt ($ 4). 
© Diese Eigenschaften stehen, wie schon in $ 2 hervorgehoben, 
in Widerspruch. 

Die Annahme eines von der Kugel verschiedenen Sphäroides 
ist also unmôglich, d. h.: 

Die Kugel ist die einzige analytische Fläche con- 
stanten positiven KriümmungsmaaBes, welche ge- 
schlossen und frei von singulären Puncten oder 
Linien ist. < 

Zugleich ergiebt sich eine weitere Folgerung, welche einen 
schon von Lindelôf !) in seiner Variationsrechnung, allerdings ohne 
Beweis, ausgesprochenen Satz enthält : 

Die Kugelist auch die einzige geschlossene ana- 
lytische singularitätenfreie Fläche constanter posi- 
tiver mittlerer Krümmung. 

Jede solche Fläche läft sich ja nach $ 2 auffassen als Mantel- 
fläche eines Sphäroides ; da es aber auBer der Kugel kein Sphäroid 
giebt, so muB auch jede Mantelfläche notwendig immer eine 
Kugel sein. 


1) Moigno-Lindelôf, Calcul des variations. Paris 1861. p. 350. 
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$ 6. Zusatz. 


Der in den vorhergehenden Paragraphen bewiesene Satz läBt 
sich auf beliebig viele Dimensionen verallgemeinern und bekommt 
dann folgende Fassung : 

Die n-dimensionale Hypersphäre ist die einzige 
geschlossene singularitätenfreie Fläche im n+1-di- 
mensionalen Raum, welche constantes Kronecker’- 
sches KrümmungsmaaB hat. 

Hier verstehen wir unter dem Kronecker’schen Krümmungs- 
maañ das reciproke Product aus den #7 Hauptkrümmungsradien. 

Bezeichnen wir die rechtwinkligen Coordinaten des #+ 1-di- 
mensionalen Raumes mit z, 4, -:-x,, und geben wir die Gleichung 
der Fläche in der Form 


a = f(x... à,), 
: ; Oz (a 
bezeichnen wir ferner Fe mit +, und BEST mit z,, so lautet 
die Formel für das Kronecker’sche Krümmungsmaaf!) folgen- 
dermaafen : 


A+a +7 


Um nun zu beweisen, daf die n-dimensionale Hypersphäre wirk- 
lich die behauptete Eigenschaft besitzt, untersuchen wir wieder 
die Reïhenentwickelung für die Parallelfläche, die man im Abstand 
VX (wir wollen À — 1 nehmen) zur Fläche constanten Krüm- 
mungsmaaBes, construieren kann, welche geschlossen, analytisch 
und singularitätenfrei ist. (Wir bezeichnen sie mit dem 'Namen 
Hypersphäroid. 

Wenn wir nun das Coordinatensystem genau wie in $3, No.5 
legen, und für z die Entwickelung annehmen 


= Via —2i+p@ 2), 
wo æ mit Gliedern nicht niedriger als dritten Grades beginnt, 


so verwandeln sich die allgemeinen Formeln für die Parallelfläche : 


1) Kronecker, über Systeme von Functionen mebrerer Variabeln. Berl, 
Academieberichte 1869. p. 688 ff. 
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[4 = Z at al un 
Vita à 

£ = D 

; Vita. + 

ë, = = 


x ee  — 
rats 


in einfachere Formeln, von denen wir nur die Anfangsglieder hin- 
schreiben wollen. | 
Es sei also 


P= Pa+p 


WO D; ®, u.8. w. homogene Functionen von x,-:-x, sind, nach 
steigenden Graden geordnet, und wo m = 2 ist (cf. $ 3, b). 
Diese Formeln lauten: 


6 = (m+1)p,+..., 
Op 
+ 4 x, Ke ’ 
En LATE 
ë. Ôx 


Dies giebt eine Parameterdarstellung der Parallelfläche im Puncte 
€ — 0, Ë,... — E, — 0, genauer gesagt, eine Parameterdarstel- 
lang desjenigen durch den Punct 0 gehenden Teiles, welcher der 
Umgebung des Punctes £ = 1, £ = :-. — &, — 0 des Hypersphä- 
roides entspricht. 

Nun ist œ, noch einer bestimmten Differentialgleichung zu 
unterwerfen, weil das Hypersphäroïid constantes Krümmungs- 
maaf hat. 

Setzen wir 


v= Vi-xi 2}, 
so erhalten wir die Differentialgleichung, wenn wir in der Gleichung : 
Vas t Pas" Vos t Pos 
0e (LH) ee + (p+p) et! 
Ps Pos °° Yon + Pan 
die Glieder niedrigster Ordnung gleich Null setzen. 
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Bei der Entwickelung heben sich die nur von # herrührenden 


Glieder fort, und es bleiben im übrigen als Glieder niedrigster 
Ordnung : 


te d'p d'y. 
CD Pa + a |’ 
woraus wieder folgt, daf 


(CAT e 0" p. a 
DAME eo 


ist, also y, eine indefinite Form darstellt (cf. $ 4, p. b1). 

Hieraus folgert man wieder, genau wie in $ 4, daB jede 
Ebene «,Ë,--.+a.Ë.+7y£ — O die innere Parallelfläche in zwei 
Teile schneidet, da8 es also keine die — im Endlichen gelegene — 
Parallelfläche abgrenzende Ebene giebt. Dieser Widerspruch kann 
auch wieder nur durch die Annahme gelôst werden, da8 die Hyper- 
sphäre das einzige Hypersphäroid ist. 


Güttingen, im Januar 1899. 


Ueber neue Structurflächen an den Krystallen der 
gediegenen Metalle. 


Von 
0. Mügge in Kônigsberg in Pr. 


Vorgelegt von Herrn Liebisch in der Sitzung vom 14. Januar 1899. 


Nachdem an zahlreichen Krystallen Translationsfähigkeit nach- 
gewiesen war, schien es von Interesse darauf namentlich auch 
die Krystalle der Metalle zu prüfen, da diese in ihren Cohäsions- 
eigenschaften, wie in manchen andern von den gewôhnlichen Kry- 
stallen abweichen und zwar in so fern, als sie alle mehr oder 
minder plastisch zu sein scheinen. Die Untersuchung muñte sich 
wegen Mangels an geeignetem Material zunächst auf die ganz ge- 
schmeidigen und die sog. sprôden Metalle beschränken, von solchen 
einer mittleren Stellung in dieser Hinsicht konnten vorläufig nur 
Eiïisen und Iridosmium in Betracht gezogen werden. Auch bei 
den hier untersuchten wäre z. Th. ein reicheres Material erwünscht 
gewesen. 


Gold. 


An Krystallen von Gold erkennt man bei mäfiger Ver- 
grüBerung sehr feine Streifen, welche auf den Würfelflächen den 
Diagonalen, auf den Octaederflächen parallel ihren Kanten, auf 
den Rhombendodekaederflächen parallel ihren langen Diagonalen 
und senkrecht zu ihren Kanten verlaufen. Feine Streifen nach 
andern Richtungen kommen nicht vor, sie entsprechen also in 
ibrer Gesammtheit den Tracen der Octaederflächen auf den ge- 
nannten Formen. Nur ungerollte Krystalle mit glänzenden Flächen 
zeigen sie, solche mit schwärzlichem oder anderem Ueberzug werden 
auch durch Putzen zur Beobachtung nicht tauglich, da selbst vor- 
sichtiges Reïben mit weichem Leder die Streifen schon verwischt. 
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Sie erscheinen meist massenhaft, in dicht gedrängten Schaaren 
einander parallel ziehend oder sich durchkreuzend und die grôbere 
und feinere mikroskopische Skulptur der Oberflächen durchquerend. 
Sie häufen sich namentlich längs verbogenen Ecken und Kanten, 
wo die Oberfläche ganz in sie gewissermaen aufgelôst erscheint, 
sie sind aber so fein, daB es selbst u. d. M. nur selten gelingt, 
einen einzelnen Streifen von einer Fläche auf die benachbarten 
zu verfolgen. Am Goniometer geben sie keinen Reflex, auch nach 
welcher Seite ihre Grenzflächen geneigt sein kônnten bleibt un- 
entschieden ; ihre Spuren verschwinden beim Behandeln mit Kônigs- 
wasser, anstatt wie bei Zwillingslamellen zeitweilig stärker hervor- 
zutreten. 

Dieses Verhalten macht es hôchst wahrscheinlich, daB man 
es hier mit Translationsstreifen zu thun hat, und zwar wäre die 
Translationsebene T— {111}. Um die Lamellen genauer 
zu verfolgen und namentlich um sie auf zwei aneinanderstoBenden 
Flächen gleichzeitig zu übersehen, empfehlt sich die Anwendung 
des Verticalilluminators für die eine Fläche und ein Kippen des 
Microscops so weit, daf das Licht von der zweiten Fläche direct 
reflectirt wird; zuweilen ist auch der kleine Klein’sche Drehapparat 
mit Vortheil zu benutzen. Besonders bequemes Beobachtungs- 
material sind die nach {111} tafligen Goldblättchen von Vorës- 
patak, wo die Streifen nicht nur auf der Tafelfläche selbst sondern 
namentlich auch auf den Flächen der kleinen ïhr aufgesetzten 
dreiseitigen, von Flächen {110} begrenzten Pyramiden gut zu 
sehen sind. 

Die Translationsrichtung é zu ermitteln ist schwierig. 
Einer einzelnen Lamelle über hinreichend viele verschiedene Flächen 
zu folgen, um zu ermitteln, auf welcher ihre Spur schlieflich ver- 
schwindet, ist schon wegen der unvollständigen Ausbildung der 
Krystalle kaum môglich, abgesehen davon ist man bei der Fein- 
heit der Lamellen nie ganz sicher auf der Nachbarfläche wirklich 
dieselbe Lamelle zu beobachten; ferner kann wegen des ungleich 
hohen Glanzes dieselbe Lamelle auf einer Fläche noch erkennbar 
sein, auf der etwas rauheren Nachbarfläche dagegen nicht mehr, 
endlich brauchen die Lamellen auch nicht beliebig weit fortzu- 
setzen, sondern kônnen auskeïilen. Man mufte sich daher damit 
begnügen Complexe vieler paralleler Streifen aufzusuchen, von 
denen man sich überzeugt hatte, daf sie (wenigstens die aller- 
meisten) denselben Octaederflächen parallel lagen. Aber auch 
dann wird die Bestimmung der Translationsrichtung noch dadurch 
erschwert, daf die Streifen desselben Complexes sich hinsichtlich 
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t ganz verschieden verhalten kônnen, da jeder Octaederfläche min- 
destens 3 gleichwerthige Richtungen { zukommen müssen. Nun ist 
es aber als wahrscheinlich anzunehmen, daf Lamellen, welche längs 
derselben Fläche |111} dicht geschaart ziehen, durch denselben 
StoB entstanden sind und also auch die gleiche Translationsrichtung 
haben, daf also auch alle Lamellen eines solchen Complexes oder 
wenigstens die allermeisten auf Flächen derselben Zone, nämlich 
ihrer Zone t verschwinden werden. Das ist nun in der That an 
mebreren Krystallen (von Beresowsk) der Fall; die Spuren der 
Lamellencomplexe verschwinden auf Flächen der Zone der Octaeder- 
kante, es ist also sehr wahrscheinlich # — [110]. Diese Beob- 
achtungen konnten indessen mangels reichlicheren Materials nicht 
so vielfach wiederholt werden, daB Translationen nach andern 
Richtungen mit Sicherheit auszuschliefen wären. 

Versuche die Translationsrichtung durch Experiment 
sicherer festzustellen, waren erfolglos. Die Lamellen entstehen 
zwar auBerordentlich leicht und zahlreich bei jedem kleinen Druck, 
indessen läft sich die Druckrichtung an den kleinen Krystallen 
(/2 mm) nicht so reguliren, daB sie nur nach einer Ebene 1111} sich 
bilden und längs dieser weit fortsetzen, denn in der Nähe der 
Druckstelle findet allemal sofort auch erhebliche Biegung statt, 
* soda8 die Translation anscheinend schon in geringer Entfernung 
von der Druckstelle (!/: mm) zum Stillstand kommt oder doch von 
der Druckrichtung abweicht. — Schlag- und Druckfiguren wurden 
nicht erhalten. 


Silber. 


Silber scheint sich ganz so wie Gold zu verhalten. Durch 
ihre GrôüBe erleichtern die Krystalle die Beobachtung, indessen 
ist geeignetes Material wegen der leichteren Veränderlichkeit der 
Oberfläche, die auch hier eine Reinigung nicht verträgt, doch noch 
sparsamer als beim Gold. An einigen Krystallen von Kongsberg 
(z. Th. Gôttinger Sammlung) war bequem festzustellen, da T — 
111} ist; nur an einem Streifencomplex war die Translations- 
richtung als wahrscheinlich parallel den Octaederkanten zu er- 
mitteln. 


Kupfer. 


Zur Beobachtung dienten namentlich in Kalkspath einge- 
wacléene Krystalle von Frolow, welche, wenn sie frisch heraus- 
praeparirt sind, hohen Glanz haben. Der Verlauf der Lamellen 
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auf ibren Flächen {001}, {110}, 101} und einem | 803} genäherten 
{h01} ist überall mit der Annahme von Translationsebenen 
parallel {111} verträglich. Auch die Translationsrichtung 
ist in einigen Fällen ziemlich sicher die Octaederkante, in 
der Mehrzahl der Füälle ist sie aber nicht sicher bestimmbar und 
andere Translationsrichtungen (z. B. senkrecht zur Octaederkante 
an Krystallen vom Obhligerzug bei Daaden im Westerwald) daher 
nicht ausgéschlossen. Durch Druck sind die Lamellen wie beim 
Gold mit grüfter Leichtigkeit hervorzurufen, zur näheren Er- 
mittlung von { konnten solche Versuche wie dort nicht dienen. 


 Jridosmium. 


Auf wenigen Blättchen dieses Metalls ohne seitliche Begrenzung 
wurde an einigen, anscheinend etwas vertieften, und daher vor 
Abrollung geschützten Stellen eine trigonale Streifung bemerkt, 
welche aber erheblich grôüber als die der vorher behandelten Me- 
talle ist. Sie künstlich hervorzurufen gelang nicht. Beim Druck 
mit abgerundetem Stift entstehen dagegen Sprünge nach einem 
hexagonalen Prisma, dessen Stellung zu jenen Streifen aber nicht 
zu bestimmen war. (Gehen die Streifen jenem Prisma parallel, 
so kôünnten sie durch verstärkte Anätzung längs diesen Spaltrissen 
oder Sprüngen entstanden sein. 


Eisen. 


Durch die Beobachtungen von G. Linck') kann man als er- 
wiesen ansehen, daB die an künstlichem Eisen angeblich zuerst 
von Prestel beobachteten und am Meteoreisen schon früher als 
Neumann’sche bekannten Linien von Lamellen herrühren, welche 
dem Eisen nach Flächen !112} eingeschaltet sind. Linck hält 
es, wie auch früher schon Sadebeck für wahrscheinlich, daB es 
sich hier um Zwillingslamellen handelt, welche ähnlich wie am 
Kalkspath secundärer Entstehung sind, und stützt dies namentlich 
durch die Beobachtung, daB Rhabditnadeln da, wo sie (in Meteor- 
eisen) auf die Lamellen stofen, z. Th. zerbrochen sind. Da das 
Eisen etwas geschmeidig ist und die massenhaft auftretenden La- 
mellen also immerhin auch Translationslamellen sein konnten, 
zumal Linck von quer zur Tafelfläche der Lamellen liegenden 
Grenzflächen nichts erwähnt, schien eine genauere Untersuchung 


angezeigt. 


1) G. Linck: Zeitachr. f. Kryst. 20, 209, 1892; daselbst Litteratur-Angaben. 
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Als Material diente ein Block weïichen Eisens, der nach den 
würfligen Spaltungsflächen zu schlieBen aus Individuen von im 
Mittel etwa 1 cem GrôüBe bestand. Er zerfällt beim Hämmern in 
rundlich polyedrische Stücke, deren Grenzflächen zugleich meist 
die Grenzen der einzelnen Krystalle sind. Die Oberfläche der- 
selben ist im Allgemeinen glatt und glänzend, sieht aber wie 
überstäubt aus, und beim Hin- und Herwenden bemerkt man auf 
ihr zugleich dieselbe polysynthetische, verschiedenen Ebenen fol- 
gende Streifung wie auf den Spaltflächen. U. d. M: erkennt man 
in dem ,Staub“ sehr kleine napf- oder wurmfürmige Vertiefungen 
mit etwas erhabenen Rändern, es sind sehr wahrscheinlich die 
Spuren von kleinen Gasbläschen oder vielmehr von Hälften der- 
selben, indem nämlich die andere Hälfte der Oberfläche des ur- 
sprünglich benachbarten Stückes zugehôrt. Die Grôfe dieser 
Bläschen ist meist nur sehr gering (0,01—0,0002 mm), die wurmfür- 
migen sind bis 0,1 mm lang; das Gas wurde offenbar während des 
Wachsthums der Eisenkrystalle ausgeschieden, von denselben aber 
nur Z. Th. umschlossen, z. Th. dagegen sammelte es sich zu 
kleinen an der Oberfläche haftenden Bläschen, die in der festge- 
wordenen Masse nun noch die Grenzen der Krystalle markiren 
und auch wobhl die Ursache des relativ leichten Zerfalls des ganzen 
Stückes in Krystallindividuen sind. Da somit diese Bläschen 
in ihrer jetzigen Lage jünger als das Eisen selbst sind, 
ist es von Interesse u. d. M. zu sehen, daB sie von den er- 
wähnten Lamellen durchsetzt und ihre Formen dadurch ver- 
ändert werden, denn es müssen danach jene Lamellen minde- 
stens z. Th. erst nach oder bei der Festwerdung des 
Eisens entstanden sein, vielleicht erst beim Zerschlagen. 
Letzteres wird durch die weïitere Beobachtung bestätigt, daB die 
Lamellen auf zusammengehôrigen, d. h. ursprünglich auf einander- 
liegenden Spaltungsflächen der Zahl und Richtung nach zuweilen 
verschieden sind. 

Was den Verlauf der Lamellen betrifft, so sind Linck’s An- 
gaben durchaus zu bestätigen, auch darin, daf die Hauptreflexe, 
and namentlich auch der Schimmer, den manche Spaltflächen zeigen, 
von Absonderungsflächen längs den Ebenen der Lamellen also 
längs {112} herrühren. Indessen sind diese noch bequem meBbaren 
Absonderungsflächen der Lamellen nicht ïibre einzigen Gren z- 
flächen, es treten vielmehr noch andere quer zu ihrer Tafel- 
fläche hinzu, sie sind äuBerst schmal und daher früher nicht be- 
achtet. Da sie, soweit sie parallel liegenden Lamellen angehôren, 
ziemlich einheitlich und für symmetrisch zur Spaltfläche liegende 
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auch symmetrisch reflectiren, war anzunehmen, da die Lamellen 
nicht von Translation sondern von einfachen Schie- 
bungen nach Gleitflächen herrührten, und es schien daher von 
Interesse, dies durch Messung zu bestätigen und zugleich die Art 
der Umlagerung festzustellen, zumal solche bisher von regulären 
Krystallen nicht bekannt waren. 

Die durch die Schmalheit der Lamellen und Verbiegungen der 
Spaltstücke erschwerten Messungen haben folgendes ergeben. Die 
diagonal auf der Würfelfläche verlaufenden Lamellen neigen 
zur Hauptfläche (001) unter 18°11' (Mittel), und sind danach unter 
der Voraussetzung, daf sie sich in Zwillingsstellung nach (112) 
befinden, begrenzt von (110) (dafür berechnet sich eine Nei- 
gung von 19°28!/2' in demselben Sinne zur Hauptfläche). Die nicht 
diagonal, sondern von der Würfelecke zur Mitte der 
Würfelkante ziehenden Lamellen neigen zur Hauptfläche 
(100), bzw. (010) unter 18°29'; ihre Grenzflächen werden daher 
unter derselben Voraussetzung wie oben gebildet von (112) bzw. 
von (112) (die dafür berechnete Neigung beträgt 17043! in dem- 
selben Sinne). Alle drei Beobachtungen führen übereinstimmend 
zu dem SchluB, da für diese einfache Schiebung mit k, — (112) 
als erster Kreisschnittsebene (Gleitfläche) die Grundzone 6, — 
[111] ist (oder zweite Kreisschnittsebene #, — (112)), 
welche verlangen, daf eine Fläche (4, h,h,) nach der Umlagerung 
die Indices (4; h;h;) erhält, mit den Werthen: 


h = —},+h,+8h, 
= h—h,+h, 
h— 2(h+A,) 


Verhältnif und Grüe der Schiebung sind fast dieselben wie am 
Kalkspath, nämlich 


6 — 1,4142... — 2, s — 0,7071... = Vi} 


Da erste und zweite Kreisschnittsebene gleicher 
Art sind, ein Verhältnif das bisher nur bei Anhydrit beobachtet 
ist, so sind je zwei einfache Schiebungen am Eisen 
einander reciprok, und zwar kônnen also am Eisen 
einfache Schiebungen nach nicht weniger als sechs 
solchen Flächenpaaren erfolgen). 


1) Die Structur des Eisens scheint demnach auferordentlich complicirt zu 
sein, um 80 mehr als nach den Beobachtungen von Linck (Annal. d.k.k. Na- 
turhist. Hofmuseums 8, 113, 1893) und Jeremejew (Verh. d. russ. Kaiserl, 
Mineral. Ges. (2) 34, 37 1896, nach d. Ref. in der Zeitschr. f. Kryst. 30, 387) 


auch polysynthetische Zwillingsbildung nach fin} und {221} vorkommt. 
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Die Lamellen lassen sich auch durch Hämmern hervor- 
bringen; es empfehlt sich, da auf den Spaltflächen meist schon 
zahlreiche Lamellen zu sehen sind, dazu etwas angeschliffene und 
gut polirte Spaltstücke zu benutzen. Es wurde so festgestellt, 
daB die entstandenen Lamellen nach denselben Ebenen wie oben 
verlaufen und auch dieselben Grenzflächen aufweisen, die Um- 
lagerung also in derselben Art erfolgt. Beim Ablôschen hellroth 
glühender polirter Plättchen in Wasser wurden keine Lamellen 
sichtbar, es ist aber zu erwarten, dafi solche beim raschen Er- 
starren des Eisens aus Schmelzflu8 entstehen, da das Eisen sich 
beim Erstarren ausdehnt und also die inneren Theile auf die schon 
erstarrten äuferen einen erheblichen Druck ausüben kônnen. 

Da weiches Eisen, wenn auch in weit geringerem Grade als 
die edlen Metalle, geschmeidig und dehnbar ist, war zu erwarten, 
daB auch Translation nachweisbar sein würde, das ist aber 
nicht gelungen. Die Spaltflächen merklich deformirter Stücke 
lassen auch an môglichst ebenen Theilen keine Translations- 
streifung erkennen; da sie aber für die Erkennung sehr feiner 
Streifen immerhin wenig geeignet sind, wurden die Flächen von 
Spaltstücken polirt und diese dann deformirt. Sie verlieren dabei 
zwar bald ïhre Politur, werden auch etwas runzelig, aber Trans- 
lationsstreifung kommt nicht zum Vorschein. Da dabei die durch 
Politur entstandene oberflächliche Schicht stôrend einwirken konnte, 
wurden auch die verhältnifmäfig sehr ebenen und glänzenden 
Absonderungsflächen {112} gehämmerter Stücke untersucht, aber 
ebenfalls ohne Erfolg. Schlieflich wurden auf der zwar unregel- 
mäBigen aber glänzenden Oberfläche der polyedrischen Stücke 
nach dem Hämmern zwar sehr feine, nicht mehr reflectirende 
Streifen u. d. M. beobachtet , sie liefen aber den Zwillingsstreifen 
parallel und künnen also sebr feinen Zwillingslamellen entsprechen, 
kônnen aber auch Translationsstreifen sein, wenn die Translation 
längs den Gleitflächen für einfache Schiebung, aber in entgegen- 
gesetzter Richtung (wie bei Brombaryum) erfolgt. 


Antimon und Wismuth. 


Es erschien von Interesse auch diese Metalle auf Translation 
zu untersuchen, da sie sich hinsichtlich mehrerer Eigenschaften 
in demselben Sinne, nur viel stärker von den edlen Metallen ent- 
fernen wie das Eisen. Sie gehen nämlich einfache Schiebungen, 
wie früher!) gezeigt wurde, viel leichter als Eisen ein, und ihre 


1). 0. Mügge: Neues Jabrb, f. Min, etc. 1884 II, 40 u. 1886 I, 188, 


> 
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Spaltbarkeiten sind auch erheblich vollkommener, während beides 
bei den edlen Metallen gar nicht bekannt ist. Obwohl diese Me- 
talle für sprôde gelten, sind sie doch noch erheblich plastischer 
als die meisten anderen (natürlichen) Krystalle, selbst dickere 
Blättchen sind noch bequem zu biegen und mit einem abgerundeten 
Stift läft sich leicht ein Eindruck erzieleu, ohne da Splitter 
dabei entstehen. Trotzdem war auch hier von Translationsstreifung 
nichts zu sehen, weder auf Spaltflächen nach {0001}, {0112} und 
{0221}, noch auf künstlichen Flächen, deren Politur allerdings 
nur schlecht gelang. Vielleicht erfolgt aber auch hier die Trans- 
lation ähnlich wie bei Brombaryum und wäre dann hier, wie am 
Eisen, besonders schwierig nachzuweisen. | 


Ein Kriterium für die algebraischen Zahlen. 


Von 


Hermann Minkowski in Zürich. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Februar 1899 von D. Hilbert. 


Im Jahre 1770 hat Lagrange!) gezeigt, daB die Entwicke- 
lung einer reellen irrationalen GrôBe in einen gewühnlichen Ketten- 
bruch immer dann und nur dann periodisch ausfällt, wenn die 
GrôBe Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen Coeffi- 
cienten ist. Dieser Satz giebt offenbar ein vollständiges Mittel 
zur Unterscheidung der reellen algebraischen Zahlen zweiten 
Grades von allen anderen Grôfen. Seit jener Entdeckung von 
Lagrange durfte man vermuthen, daB ein allgemeinerer Satz 
existire, der ein vollständiges Kriterium für die reellen (oder 
complexen) algebraischen Zahlen beliebigen n-ten Grades giebt und 
der für n — 2 und reelle Zahlen eben auf jenen Satz von La- 
grange hinauskommt. Eine solche Verallgemeinerung wird zum 
ersten Male ?) im Folgenden dargelegt. 


$ 1. Arithmetische Hülfssätze. 


1. Ich beginne mit der Ableitung einiger Hülfssätze, auf 
welche sich die späteren Beweisführungen gründen werden. 

Es seien £,,...Ë, eine Reihe linearer homogener Formen mit 
den # reellen Variabeln x,...2zx, und mit irgend welchen reellen 
oder complexen Coefficienten; nur soll das System der Gleichungen 


1) Abh. der Akad. zu Berlin, Bd. XXIV, 1770; Werke, Bd. II, S. 608 u. 
folgende. 

2) Ueber bisherige Versuche in dieser Richtung 8. P. Bachmann, Vorles, 
über die Natur der Irrationalzahlen, 1892, Vorl. II und Vorl. X. 
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E, = 0,...8, — O0 blo8 durch das eine reelle M 
æ, = 0,...x, — 0 befriedigt werden künnen. 

Te grüête unter den absoluten Beträgen von x,,...x, vor- 
kommende Betrag soll mit max |x,| bezeichnet werden. Setzt man 
für z,,...x, irgend welche reellen Werthe, so soll der grüfite 
unter den absoluten Beträgen von £,,...£, vorkommende Betrag mit 
max |Ë,(x,, ...æ,)| und zugleich mit f(x,, ...2,) bezeichnet werden. 

Man hat dann 


1) Pa ex (Tai); 
2) IR) = 1 (0,... 4), Woul ê > U'IEL. 


Die Function f(x,, ...2,) ist eine stetige der Argumente #,,...2x, 
und bat daher in dem durch max |x,| — 1 definirten abgeschlos- 
senen Bereiche (d. i. auf der Begrenzung des durch —-1=<x,<1, 

.. —1=2x,=<1 definirten Würfels) ein bestimmtes Minimum g, das 
wegen der an die Ë,,...£, oben gestellten Anforderung gewiB = 0 


ist, und ein bestimmtes Maximum G. Sodann ist wegen 2) stets 


3) gmax|æ,| =f(x,, ...x,) Z G max |2,|. 

Endlich hat man, wenn a,,...u, und b,,...b, zwei reelle Sy- 
steme sind, stets 
4) f(a,+b,, + a,+0,) =f(a,, RE) a,)+f(b; D ' b,). 


Denn für jede einzelne der linearen Formen £, gilt 


(E(a+8, .… a+) < IE... a)l+16@ 8.) 
ZÆ max |£,(a, ...a,)]+max]|£,(,, ...0b,)| 
und daher auch max |Ë,(a,+b,,...a,+b,)| =max]|£,(a,, ...a,)|+ 
max |£, (D, .… b)|. 
Hat man f(a,, ... a,) <1 und f(b,,...b,) =1 und ist 0 <{ <1, 
so folgt nach den Regeln 4) und 2) 
5) f((—ba+tb, … (1—1)a,+10,)) E(1— 0 (au 20. a) (Eu ve D) EL. 


Nach den Eigenschaften 5) und 1) ist der durch f(x,,...æ,) <1 
definirte Bereich X in der Mannigfaltigkeit der x,,...4x, ein nir- 
gends concaver Kôürper und hat das System x, = 0,... 

— 0 (den Nullpunkt) als Mittelpunkt. Der Bereich X liegt 


wegen 3) ganz im Würfel max à, << eingeschlossen und ent- 


hält in sich den Würfel max |4,| = A Das n-fache Integral 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1899. Hoft 1, D 
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J dx, ...dx,, über den Bereich X erstreckt, (das Volumen von XÆ) 
hat einen bestimmten positiven endlichen Werth J.') 


2. Der Inbegriff aller Systeme x,,...2,, bei welchen sowohl 
z, wie &,... wie æ, ganze Zahlen sind, soll das Zahlengitter, 
die einzelnen Systeme daraus sollen Gitterpunkte heifen. 

Eine Reihe von Systemen x, = p,...x, —p" (h—1,...m 


und m <= n) soll unabhängig heifen, wenn in der aus ihnen zu 
bildenden Matrix |p{| nicht jede ”-reihige Determinante Null ist. 

Es seien p*,...p® für k — 1,...n irgend nr unabhängige 
Gitterpunkte, also die Substitution P: 


6) 4, = Pr At Hp ee, G = 1,...n) 


eine ganzzahlige mit von Null verschiedener Determinante. Dann 
giebt es bekanntlich eine ganzzahlige Substitution À mit einer 
Determinante — +1: 


7) Z, = A y,+-.- + a y, (& = 1,..n), 
sodaB die Formeln für PA werden: 

8) a = pute tone, = y, GP 0h >) 
und dabei ferner die Ungleichungen erfüllt sind: 

9) O<yPE1, 0€ y < po LR) 


In der That, unter allen Gitterpunkten, deren Coordinaten 
von der Form x, = y,p} mit 0 <y,=1 (k—=1,...n) sind, wird 
es einen geben, für den y, am kleinsten ist; es sei für ihn y, = y, 
x, —= 4}. Dann kann man unter allen Gitterpunkten mit Coor- 
dinaten von der Form x, — y,p®+7,p# (k— 1,...n) und den 
Umständen 0 = y, < y”, 0 < y, =<1 einen finden, für den y, so 
klein als môglich ist; es sei für ihn y, — y}, y, — y}, x, = a, 
u. 8. f. Zuletzt kann man unter den Gitterpunkten mit Coordi- 
naten von der Form à, = y,p°+...+7,p" und 0 = y, < y, .….. 
0ZYy,, <y%, 0<y,<1l einen finden, für den y, môüglichst 
Kkleimist; fürrihn seitys =: 7,0 pie rl a 

Nunmehr wird man, wenn «, (&—1,...n) ein beliebiger 
Gitterpunkt ist, successive y,, y,_,, ...Y, als ganze Zahlen so be- 

1) Man kann die Zahl » oben auch unbegrenzt wachsen lassen, wenn man 
die Bedingung hinzufügt, da8 in allen Formen £, die Beträge der Coefficienten 
unter einer Grenze bleiben, und kommt dadurch zu dem Begriffe eines beliebigen 
nirgends concaven Kürpers mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt. Alle im $ 1 ab- 
gelciteten Sâtze gelteu unverändert für jedeu solchen Kôürper. 


S # 
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stimmen kônnen, daf in der Umformung 


(Time (y, a” 9 lets NS Yi a) = 0% + Va AA arte me A) 
(=, l, Lin) 


sich 0 y, < y, 0<£ y, <y,...0£ y, <y® ergiebt. Dann 
muB, da die linken Seiten jedenfalls Coordinaten eines Gitter- 
punktes sind, nach der Bedeutung von y, ... 7!" hier nothwendig 
Y. = 0, y, = 0,...7y, = 0 sein; es folgen “ie die Relationen 
von der Form 7), woraus nach den Ausdrücken der a” weiter die 
Formeln 8) hervorgehen. Zu jedem Systeme von ganzen Zahlen 


ZT, -..æ, gehôren so vermüge 7) bestimmte ganzzablige Werthe 
Yy...Y Es müssen also in der Auflüsung von 7): 
10) = br, +... +br (h==1,1..n), 


wie die nd der n Systeme x, — 1, x, — 0 GZ ?) für 
j = 1,...n zeigt, alle Coefficienten b° ganze Zahlen sein. Somit 
ist auch Etre Determinante |bf? | eine ganze Zahl, und da dieselbe 
der reciproke Werth der ebenfalls ganzzahligen Determinante 
[as | ist, so folgt nothwendig, da8 diese: |a | = +1 ist. 

3. Betrachten wir wieder die in 1. definirte Function 
f = f(&,...x,) Es giebt wegen 3) nur eine endliche Anzahl 
von Gitterpunkten, für welche f eine gegebene GrôBe nicht über- 
schreitet. Andererseits gilt nach 3) f<G jedenfalls bei den n# 
unabhängigen Systemen x, — 1, x, — 0 (kZ)) für j —1,. 
Man bestimme nun unter allen vom Nullpantee Are 
denen.Gitterpunkten, bei welchen f < G ist, einen ersten Gitter- 
punkt p®,...p", so daf f(p®,...p®) = F, môglichst klein ist, 
sodann einen d'u von diesem ersten unabhängigen 
Gitterpunkt p°,...p®, so daB f(p?, ... p®) = F, müglichst klein 
ist, u. s. f. bis zu einem n-ten (er p®.. .p®”, so daf 
nine die Determinante |p|Z0 ist nd für diesen 
letzten f(p!”,...p) — F, müglichst klein ausfällt. Bei jedem 
einzelnen der zu wählenden Gitterpunkte hat man jedenfalls die 
Auswahl zwischen einem Paare entgegengesetzter Systeme (p,, ... 
p, und —p,,...—p,), unter Umständen aber zwischen einer ge- 
wissen Anzahl solcher Paare; trotz der dabei zugelassenen Will- 
kühr aber ist das System der n Werthe F, F,,...F, von vorn 
herein ein vôüllig bestimmtes. 

In der That, jedenfalls ist 


11) F<F,<..<r, 
Wir denken uns nun für die n Gitterpunkte p®,...p® (h—1,...n), 
b * 
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an welche die Betrachtungen in 2. anknüpften, die hier ausge- 
wählten x Gitterpunkte gesetzt und kônnen alsdann sämmtliche 
dort eingeführten Bezeichnungen hier übernehmen. Vermôge der 
Substitution À entsprechen sich genau die Gitterpunkte x,,...2, 
und die ganzzahligen Systeme y,,...7,. Nach der Bedeutung der 
Werthe F, hat man für einen Gitterpunkt, bei dem 2, z,,,...2, 
nicht sämmtlich Null sind oder also y,, y,,, ... y, nicht sämmtlich 
Naull sind, stets f(x, ...x,)ZF. Hat man nun irgend # unab- 
hängige Gitterpunkte 2%,...1® für k — 1,...n, so daB also 
die Determinante |x” | + O ist, und entsprechen ihnen vermôüge 
der Substitution 7) die Systeme 7°”, ...y”, so ist auch die Deter- 
minante |y*| + 0; es kônnen daher, wenn ÿ einen der Werthe 
1,...n bedeutet, nicht bei 7 oder gar mehr der Punkte alle 
n—)j+1 GrôBen y, y,,,...7, gleich Null sein, es sind also stets 
für mindestens #—7+1 der Punkte die Werthe f(x, ...,)Z F,. 
Ordnet man also die n Werthe f(x{”,...x*”) der Grôfe nach in 
die Reihe F°,...F%, so ist stets FJZF, (j = 1,...n), [also 


11 


1,n 
auch [[f(x,...x)Z F,...F, wobei das Gleichheitszeichen nur 
k 


n} 


statthat, wenn die n Werthe f(x®,...x*”) abgesehen von der 
Reiïhenfolge mit F,,...F, zusammenfallen], Danach sind die 
Werthe F°,...F, vollkommen bestimmt als das kleinste môgliche 
System von #7 Werthen der Function f(x,,...x,) für n unabhän- 
gige Gitterpunkte. 

In dem fünften Kapitel meines Buches ,Geometrie der Zahlen“ 
(I. Heft, Leipzig, 1896) nun habe ich nachgewiesen, daB stets die 
Ungleichung 

Fi 22 Fais. 


gilt, wo J das Volumen des Bereichs f(x,,...zx,) <Z1 ist. Der 
Beweis dieser Ungleichung erfordert mancherlei Ausführungen. 
Für die im Folgenden beabsichtigten Folgerungen kommt es je- 
doch nur darauf an, daB sich für F,...},J überhaupt irgend eine, 
nur von # und nicht weiter von der Function f(x,...x,) abhän- 
gende obere Grenze angeben iäfit. Durch wesentlich einfachere 
Ueberlegungen als a. a. O. läBt sich nun Folgendes nachweisen. 

Hülfssatz I. Es gilt für den nirgends concaven 
Bereich f(x, ...x,) =1 die Ungleichung: 


12) FF, J<nl2. 


4. Um den Beweis dieser Ungleichung anzubahnen, ermitteln 
wir zunächst zu den einmal gewählten # Gitterpunkten p!’, ...p# 


ein Kriterium für die algebraischen Zahlen. 69 


für k — 1,...n die Substitution 7) und führen damit gewisse 
neue Variabeln y,, ..., ein. Es sei À der Kôrper f(x, ...z,)<1, 
und wir wollen für j —1,...n" unter K* bez. K> das Gebiet aus 


KX verstehen, für das y, 0, bez. y, <0 und zudem, (wenn j <n 
ist), Yu = 0,...y, — 0 ist; die Vereinigung von Æ* und K> 
heïfe X,; der Bereich X, wird nichts anderes als X selbst. 

Es sei y, — 0}, y, = 0,...y, — O0 der Punkt (das System 
Yu... 9.) aus ÆŸ, für den y, am grôften ist, sodann y, — 0, 
Ya = 05) Ys = 0, ...y, = O ein solcher Punkt aus Æ*, für den 
y, môglichst groB ist, u. s. f., schliefilich y, — 0, y, — 0°”, ... 
y, = Ô% ein solcher Punkt aus KX*, für den y, môglichst gro8 ist. 


Dabeïi sind natürlich 0°, 8}, ... 0% positiv. Diese Systeme mügen 
auch kurz die Punkte b,, b,, ... b, und die ihnen entgegengesetzten 
Systeme die Punkte —b,, —b,,...—b, heifen. 

Wir führen nun die Substitution ein: 
13) Yi = ut +E us... y, = dv, (6 = 0,» >), 
und wir setzen ihre Determinante 8®0%..,0* — 4. Für den 


Punkt d, hat man dann vw, — 1, v, — 0 (4j); als ein Kôrper, 
der den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat, enthält X mit b, jedesmal 
auch den Punkt —b, d. i. v, = —1, v, — 0 (4 Zj), und mit diesen 
2n Systemen +b,,...+b, enthält À als ein nirgends concaver 
Kôrper (wegen 5)) sogleich den ganzen durch 


14) ul+lul+..+le,|<1 


definirten Bereich (für n — 3 stellt dieser Bereich ein Ok- 
taeder vor). 

Es läft sich nun ein zweiter einfacher Bereich (ein Parallel- 
epipedum) angeben, welcher seinerseits ganz den Kôrper XÀ in 
sich enthält. Es habe j einen der Werthe 1,...n—1. Wir suchen 
einen Ausdruck o = v,+e“"u,,+-..+e""v, mit geeigneten Con- 
stanten &%°,.,.8" herzustellen, sodaf in X durchweg q = 1 ist. 

Zunäcbst gilt in K:v,=1. Wir bilden nun @ — v,+ev,, 
mit irgend einer Constante 6. In K, ist v,, — 0, vw, =1, also 
p<i. Sowie & <—1 ist, hat man für den Punkt —b,,,, für den 
vu = —1l,v—0 ist, pZ1; dann mul in K;, durchweg 
æ<1 sein. Denn hätte man o=1 für irgend einen Punkt in 
K},, so würde die Strecke von diesem Punkte nach —b,, das 
Gebiet X, in einem Punkte treffen, für den ebenfalls y >1 wäre. 
Sowie andererseits & > 1 ist, hat man in X*, für den Punkt à, 
jedenfalls g=1. Danach ist das Maximum des Ausdrucks 
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po — v,+ev,,, für ein gegebenes & im Bereiche K, sicher > 1, 
wenn e > 1 ist, und sicher < 1, wenn & < —1 ist. Dieses Maxi- 
mum aber ist offenbar eine Fanohiôn von &, die sich mit # stetig 
ändert, und wird es daher einen bestimmten grôfBten Werth 
e — &%* geben, im Intervalle —1 = & = 1 gelegen, für den dieses 
Maximum noch <1, d.h. für den in Æ*, noch durchweg  =<1 
ist. Dann ist für jeden Werth &, der > s&/*° ist, in Æ}, noth- 
wendig irgendwo auch y > 1 und daher, weil in X, überall o <1 
sein muB, in X,, nothwendig überall y <1; letzteres muB dann 
auch noch für dei Grenzwerth & = e*° gelten, und also ist für 
diesen Werth im ganzen Bereich K,,, stets y = 1. 

Falls auch noch j+1 <n ist, betrachten wir weiter den neuen 
Ausdruck o = v,+e""uv,,+ev,, mit irgend einer Constante &. 
In K,, ist v,, = 0 und also stets p=il. Für ein & = — 1 und 
den Punkt —b,,, in K;,, ist g = 1 und daher in K}, nothwendig 
überall o < 1. Dagegen ist für ein & > 1 in Æ, insbesondere 
p=>1 für den Punkt d,,. Nunmehr wird es einen bestimmten 
grôften Werth & — &*” geben, im Intervalle —1 £ 8 € 1 ge- 
legen, für den in Æ}, noch überall o £ 1 ist. Dann ist für jeden 
Werth &> 6%? in K*, irgendwo @ > 1 und daher in K;, überall 
p< 1, und dieses letztere muf schlieBlich auch für ‘a Grenzwerth 
— es gelten. Mithin ist o = v,+e""u,,+ef?v,, in X,, 
dures ES g 

Es ist nun klar, wie man fortzuschreiten hat, wenn noch 
3+2 <n ist, und daf man schliefilich zu einem Ausdrucke 

9, = v, + eu, +. + E°v, 

mit bestimmten Coefficienten 87°, ... 8% kommen wird von solcher 
Art, da in X,, d.i. in X überall y, = 1 ist. Weil À ein Kôrper 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt ist, nimmt —®, in K dieselbe 
Werthmenge an wie @,, und also ist dann in X auch —9 <1, 
d. h. y, Z —1. 

Endlich hat man noch für y, = v, in X stets + y, <1. 

Man kann auf solche Weise n Formen herstellen: 


15) p=v+eu,+...+eu, mp =v+... +8 v0,...p, =, 
sodaB X ganz in dem Bereiche 

16) di Sp, El him bieel S pi 
enthalten ist. 


Nun ist über diesen Bereich ausgedehnt das ms Jaz, OX. 
=. |dy, ... dy, = A.fdv,.. . 4, — 4./dy, ..…. dy = 2"4, wo 4 
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die Determinante der Gleichungen 13) bedeutet, und also folgt, 
weil X in diesem Bereiche enthalten ist: 


17) J< 2"4. 
Andererseits ist für den Bereich 14) das Volumen Jax, PE: 


= "1. Ja, OV, = Eos und bat man, weil dieser Bereich 14) 


ganz in X enthalten ist, 


18) CPE E 
n! 

b. Weil der Bereich 14) in X enthalten ist, hat man auf der 
Begrenzung von K, d.h. wenn f(x,,...x,) = 1 ist, [v,|+:..+|u,|=1 
= f(x,...x,), Wegen 2) und der entsprechenden Regel für den 
Ausdruck |v,|+-:-+|v,| gilt dann allgemein für jedes beliebige 
System Z,,...4,: 


19) runeése Alle (est ma 


Wir bilden für ein beliebiges System x,,...x, unter Benutzung 
der Substitutionen 7) und 13) den Ausdruck 


20 AE = px, ...2). 

) = RE] = VU...) 
Ist x,...x, ein vom Nullpunkte verschiedener Gitterpunkt und 
für ihn unter seinen Zahlen y,,...#7, etwa y, die letzte von Null 
verschiedene, so ist nach der Bedeutung der Werthe F,...F, 
für ihn f(x,,...x4,) Z F,; alsdann folgt aus 19), indem, wenn j <n 


ist, für ihn v,,,...v, Null sind, |v,|+.-.+lu|Z F und mit Rück- 
sicht auf 11) weiter 


Us 


F, 


A fu, |+:.:+lu,l ei 


j 


Y(L,,...x,) —= F Sa 


Ÿ, 
j 


Danach kann sich für keinen einzigen Gitterpunkt aufer dem 
Nullpunkte y(x,, ...4x,) < 1 herausstellen. Der durch 


21) Y(æ;, ARS 2) a 1 

definirte nirgends concave Bereich (für » — 3 cin Oktaeder) ent- 
hält also auBer dem Nullpunkte kcinen Gitterpunkt im Inneren 
(d.h. die Begrenzung ausgenommen). Das Integral Jaz, 4, 


Fe À A A 
über diesen Bereich ist = Æ,....,.:—-. 
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Sind x, = 2r,,...x, — 2r, und x, = 2s,,...2x, — 2s, irgend 
zwei verschiedene Systeme von je # geraden ganzen Zahlen, so 
kônnen daher die zwei ihnen entsprechenden Bereiche 


pir,—2r,...2,-2r)<1, pa —92s,...z,—2s,) <1 


niemals einen inneren Punkt gemein haben. Denn da man analog 
zu 4) und 1) 


(ru. Sr.) <b(x,—2r,.….2,—2r,)+p(25,—2,, 28, —2,) 
p(2s,—2,,...25,—x,) = y(x,—2s,,...x,—25,) 


hat, würde in solchem Falle 2#(s,—7r,, ...s,—r,) < 2 hervorgehen, 
läge also der vom Nullpunkte verschiedene Gitterpunkt s,—r,, ... 
s,—r, im Inneren des Bereiches 21). 

Man hat im Bereiche 21) stets [w|</7,<G, sodann, wenn 
Ô den grôBten Betrag unter den Beträgen der 0° in 13) ist, 
|y,| <n0G, und wenn a den grôfiten Betrag unter den Beträgen 
der a% in 7) ist, weiter |x,| <#"aôG, welche Grenze d heïfe. In 
v(x,—2r,,...x,—2r,) = 1 gilt dann, wenn r der grôfite Betrag 
unter denen von r,,...r, ist, |[4,—2r,| = d, |x,| Z2r+d. 

Nun sei & irgend eine positive ganze Zahl und man betrachte 
alle diejenigen Gitterpunkte mit geraden Coordinaten 2r;, ...2r,, 
für welche jede der Grôssen r, einen der Werthe 0, +1,...+&@ 
hat. Von den zugehôrigen Bereichen #(x,—2r,,...zx,—2r,) =1 
haben keine zwei einen inneren Punkt gemein. Sie liegen alle 
im Würfel 

— (9 +d)<£ 7x, = (29 +d) G—=1,...2) 


eingeschlossen. Die Anzahl dieser Bereiche ist (2Q +1)" und jeder 
. hat dasselbe Volumen wie der Bereich 21). Danach folgt 


D 
29) @R+1).F,...F, F4 < (48 +24). 


Läft man hierin die ganze Zahl & unbegrenzt wachsen, so geht 

23) FFT 4=S 
n! 

hervor, d. h. das Volumen des Bereichs 21) muf <= 2" sein. Ver- 
mittelst 17) folgt daraus in der That der zu erweisende Hülfssatz L. 

6. Ferner ist von Interesse: 

Hülfssatz II. Die Determinante |»! | für n unabhängige 
Gitterpunkte p},...p" (h=1,...n), welche f(p",.….. p#) — 
F, ergeben, ist stets dem Betrage nach <n! 
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Nämlich auch der durch 


él CAGE A CAES 
definirte Bereich enthält keinen Gitterpunkt aufler dem Null- 
punkte im Inneren. Denn ist x,,...x, ein vom Nullpunkte ver- 


schiedener Punkt im Inneren dieses Bereichs und von den Grôüfen 
4...2, für ibn 2, die letzte von Null verschiedene, so folgt aus 6) 
vermôüge 4), 1), 2) 


ACER ARS = EATREUY : D )+e..+1z/f(p, . D, 
=(lal+e HIDE <F,; 
nun ist auch unter den Grüssen y,...y, für ihn y, die letzte von 
Null verschiedene und kann hiernach der Punkt kein Gitterpunkt 
sein. Auf Grund derselben Ueberlegungen wie vorhin für den 
analogen Bereich 21) folgt nunmebr, daB auch das Volumen von 


24) sicher = 2" ist. Dieses Volumen ist gleich = multiplicirt 


in den Betrag der Determinante |p*]|; mithin ist dieser Be- 
trag =n! 

Das gleiche Resultat ergiebt sich bereits in folgender Weise. 
Der Betrag der Determinante |p*| ist nach 6), 7), 8) gleich dem 
reciproken Werth des Productes y®...7®. Für den Gitterpunkt 


pr,...ps istz, = 1,4, —0 (&Zk), also y, — L y, =0 &>h). 
h 


Da nun dieser Punkt zum Bereiche f (&., ... F) <1 gehôrt, muB 
h h 


für ihn nach der Bedeutung der Grôfen 6! in 4. sich + £ 
h 


erweisen. Also ist Lu £<F,0*, mithin Mr al RS DAT 22 E 


woraus vermüge 23) da Hülfssatz II hervorgeht. 

Nach 6), 7), 8) sind die Coefficienten y* in 8) rationale Zahlen 
mit der Determinante |p*| als Nenner, also mit einem General- 
nenner <n! Nach den Ungleichungen 9) kommen daher für diese 
Coefficienten, also für die ganze Substitution P7'A von vorn herein 
eine nur von # abhängende Anzahl von môüglichen Ausdrücken in 
Betracht. 

7. Endlich fügen wir die folgende Bemerkung hinzu. Für 
das System x, — a (k— 1,...n) in 7)ist x, = y" po +...+y pe. 
Indem nun die Grôfen y",...y" sämmtlich 0 und <1 sind, 
folgt aus 4) und 2): 


f(& a”, je nat) y NP .p?)+..: ++ f(p, 12 .p®) = hF, 
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Berücksichtigt man nun 12), so zeigt sich, daB für die n ganz- 
zahligen Systeme a”, ... a” (h — 1,...n), deren Determinante 
[a | = +1ist, die Ungleichung 


25) f(a is < ML . f(ai La A à a”) es (n D? re 
erfüllt ist. 


$ 2. Ein Kriterium für die algebraischen Zahlen rt" Grades. 


8. Eine reelle oder complexe GrôüBe a heïift eine alge- 
braische Zahl und zwar n‘* Grades, wenn sie einer alge- 
braischen Gleichung nt* Grades 


2,+x,a+...+a a+," = 0 (Æu + 0) 


mit rationalen ganzzahligen Coefficienten x,, x,,..:2,, &,,,, deren 
letzter + O ist, und nicht bereits einer Gleichung derselben Art 
von niedrigerem Grade genügt. Dieses ist die Definition der 
algebraischen Zahlen nt Grades. Im Folgenden will ich nun ein 
Theorem entwickeln, wonach die Entscheidung, ob eine 
gegebene reelle oder complexe Grôfe a eine alge- 
braische Zahl nt® Grades ist oder nicht, bereits durch 
Betrachtung der Werthe des Ausdrucks 


26) E—= 2,+aa+...+x a" 
für rationale ganze Zahlen 4,,4,,...x, geliefert wer- 
den kann. 


Es sei r irgend eine positive ganze Zahl, und wir lassen für 
x, ... x, in 26) alle diejenigen Systeme von ganzen Zahlen zu, 
wobei ie Zahl dem Betrage nach £ r ist, also der Reiïhe 0, +1, 
+2,...—+7r angehôrt, mit AusschluB des einen Systems æ, — 0, 
2e _. — 0. Unter den betreffenden Systemen kommen gewif 
Vereine von x unabhängigen (d.h. mit nicht verschwindender 
Determinante |2{°|) vor; z. B. sind die n Systeme 2% = 1, x! — 0 
(&Zh) für k—1,...n unabhängig. Wir suchen unter allen jenen 
ste ein Ne z, = p},...4, —= ps aus, so daf der Betrag 
von £ müglichst klein nustalt, Da wir dabei jedenfalls die Wahl 
zwischen Paaren entgegengesetzter Systeme haben, wollen wir 
das System noch derart voraussetzen, daB die letzte von Null 
verschiedene der Zahlen p! grôBer als Null ist. Es sei für das 
System £ — «. Sodann wählen wir unter jenen Systemen ein 
zweites, von FE .p, unabhängiges System x, —p},...2,= p% aus, 
wofür nächstdem da Betrag von £ môglichst klein ausfällt, und es sei 
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wieder unter den Zahlen p® die letzte nicht verschwindende = 0. 
Für dieses zweite System sei £ — «,. Wir fahren so fort, bis 
wir schliefilich unter jenen Systemen ein nt von den früheren 
unabhängiges System x, = p},...x, — p! erlangen, wofür wieder 
der Betrag von Ë môglichst klein ist, und es sei auch von den 
Zahlen p® die letzte von Null verschiedene — 0. Für dieses nt 
System sei £ — «. Dann hat endlich die Substitution P: 


27) 2, = pa, +p a+. +p 2, (&=.1,2,...n) 
eine von Null verschiedene Determinante, und es geht £ durch P in 
28) EP == 0,2 +a,2,+...+0,8, 

über. Dabei ist jedenfalls | 

29) LARSLAEEEES SLA 


Unter speciellen Umständen in Bezug auf die Grôfe a ist es 
môglich, daB die Systeme p*,...p{’ durch die angegebenen Be- 
dingungen noch nicht eindeutig fée sind, die Festsetzung 
von P für das gegebene r also noch in D ten Weise ge- 
schehen kann. Durch entsprechende Betrachtungen wie in 3. aber 
erkennt man, da jedenfalls das System der # absoluten Beträge 
la |, |æ«,|,...{a,| durch die Zahl r vüllig eindeutig bestimmt ist. 
Es heife P eine zur Zahl r gehôürende Substitution. 

Man bilde nun eine zur Zahl r, — 1 gehürende Substitution P.. 
Diese kann auch noch zu r = 2,8,... gehüren. Gehôürt sie nicht 
zu jeder Zahl r, so sei der grôfite Werth r, zu dem sie gehôürt, 
r—7r,—1, (wo r,Z=2 ist) Es sei sodann P, eine zu r, gehôürende 
Substitution, und sie gehôre zu den Zahlen r, die =r, und <r, 
sind. Sodann sei P, eine zu r, gehôrende Substitution u.s.f. Wir 
wollen noch die Festsetzung treffen, da, wenn für eine dieser 
Substitutionen P, in der zugehôrigen Form EP, — 4 ein Theil der 
Coefficienten «,, ...«, (etwa «,,...a«) — 0 wird, die betreffenden 
Verticalreihen p*,...p* (h — 1,...7) für alle folgenden Substitu- 
tionen P, (x 1) unverändert beibehalten werden sollen. Die so 
entstehende (sei es abbrechende, sei es unendliche) Reiïhe von Sub- 
stitutionen P,, P,, P,,... soll die zu a gehôrende Kette von 
Substitutionen heifen. 

Es sei allgemein y, = «%#,+...+ af, die Form, in ES 
£ durch P, übergeht. Man bat que zwei sutedindertoleende Sub- 
station P,, P,., der Kette: 


80) jat|£Sle het lElet  G=12...), 
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wo jedenfalls nicht alle # Gleichheitszeichen auf einmal gelten 
kônnen; denn sonst würde ja P, auch zur Zahl r,,, gehüren, wäh- 
rend sie nur zu den Werthen r =, und =7,,,—1 gehôrt. In P, 
sind jedesmal die Beträge aller Coefficienten £ r, und ist wenigstens 
einer darunter = r,—1, also eben —7,. Man erkennt nach diesen 
Umständen, daf die Reiïhe der Zahlen r,,r,, r,,... eine durch die 
GrôBe a vüllig bestimmte ist. 

9. Ohne an die Aufgabe der einfachsten successiven Ermitt- 
lung der Kettenglieder näher heranzutreten, beweise ich nur den 
folgenden Satz, der bei der Behandlung dieser Aufgabe die wesent- 
lichsten Dienste leistet. 

Für eine jede Substitution der Kette ist die De- 
terminante dem Betrage nach =»! 

Es sei P in 27) eine Substitution der Kette, zu einer Zabhl r 
gehôrend, und y in 28) die Form, in welche £ durch P übergeht. 
Dann kann der durch 
81) re Re 


definirte Bereich im Inneren (d. h. soweit das Zeichen < gilt), 
keinen Gitterpunkt auBer dem Nullpunkte enthalten. Denn ist 
2, -..2, irgend ein, von 0,...0 verschiedenes System im Inneren 
dieses Bereichs 31) und von diesen GrôBen z;, die letzte von Null 
verschiedene, so hat man dafür 


(1) 


Ë — et" +02, À, = p, +: TP) 2, 

Ist erstens |«,| => 0, so folgt |£] = }a,|(|z,| +. +12] <]a,|, 
lt, | <r(lz,l+:..+1z2,1)<r; alsdann ist das betreffende System 
x,...x, kein Gitterpunkt, denn für einen Gitterpunkt, bei dem 
die Beträge |x,| £r sind und z, + O ist, mul |Ë| = |«,| sein. 

Ist zweitens «, — 0, so sei ?, die erste Substitution der 
Kette, für welche sich a” = -.: = a«% = 0 findet, während, 
wenn x->1 ist, in der zu P,, gehôrenden Form y,, der erste 
nicht verschwindende Coefficient &*” mit einem Index j' <)j sei. 
Dann ist also r, die kleinste Zahl, für welche die ersten 7' Ver- 
ticalreihen einer zugehôrigen Substitution sämmtlich & = 0 machen. 
Nun gehôren zufolge einer in 8. getroffenen Festsetzung die ersten 
j Verticalreihen von P bereits zu P, und, wenn x = 1 und ; — 1 
ist, die ersten j —1 Verticalreihen von P bereits zu P,. Für 
das System 2,,...2, folgt jetzt & — 0, |x,| =r,(lz,] +... +12,|) 
<rxX Im Falle x = 1 ist r, — 1 und kann also x&,...x, 
hier kein Gitterpunkt sein. Ist aber x 1 und wäre x,,...x 
hier ein Gitterpunkt, so wäre derselbe, da 2, + O ist, ja vom 
Nullpunkte verschieden und zudem, falls ÿ > 1 ist, auch von den 
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Gitterpunkten in den ersten j'—1 Verticalreihen von P,, unab- 
hängig; also würde bereits zu einer gewissen Zahl <7r, eine Sub- 
stitution gehôüren müssen, in welcher mindestens ;' Verticalreihen 
sämmtlich £ — 0 machen. 

Aus dem Umstande, daf 31) keinen Gitterpunkt im Inneren 
enthält, folgt wie im ersten Beweise des Hülfssatzes II (s. 6.), 
daB die Determinante |»! | von P dem Betrage nach =n! ist. 

10. Es sei n —1. Ferner wollen wir von dem Falle absehen, 
daf n — 2 und a complex ist; alsdann würde |Ë| — |4, + ax, | 
unter einer gegebenen Grenze nur für eine endliche Anzahl von 
ganzzabhligen Systemen x,, x, liegen, wäre also die Substitutionen- 
kette zu a jedenfalls eine abbrechende; andererseits ist eine com- 
plexe GrüBe a — b+ic dann und nur dann eine algebraische Zahl 
zweiten Grades, wenn b sowie c* rational sind. 

Auf Grund der in 8. entwickelten Begriffe entsteht nun fol- 
gendes vollständige 


Kriterium für die algebraischen Zahlen n‘" Grades : 


Es sei a eine beliebige reelle oder complexe GrôBe, im ersten 

Falle 6 — 1, im zweiten 6 — 2 und n—>60. Es sei 
= x,+ax,+...+a"a,, 

sodann P,, P,, P,,... die zu a gehôrige Kette von Substitutionen 
mit # Variabeln und %,, #4,, 4, ... seien die Formen, in welche £ 
durch P,, P,, P,,... übergeht. 

1° Ist a nicht eine algebraische Zahl n oder nie- 
deren Grades, so bricht die Kette niemals ab und 
alle Gleichbungen 4, — 0, 4, = 0,... sind verschieden, 
(d. h. keine zwei der Formen %,,%,,... unterscheïden sich blof 
durch einen Factor). In jeder Form , sind alle Coefficienten von 
Null verschieden. 

2° Ist a eine algebraische Zahl ni Grades, s0 
bricht die Kette niemals ab, unter den Gleichungen 
4 = 0, %, = 0,... kommen nur eine endliche Anzahl ver- 
schiedener vor, (d. h. alle diese unendlich vielen Formen ent- 
stehen aus einer endlichen Anzahl unter ihnen durch Multiplication 
mit Factoren), in jeder Form y, sind alle Coefficienten 
von Null verschieden. 

8° Ist a eine algebraische Zahl nt Grades, wo » > 0 und 
n—m>6 ist, so bricht die Kette niemals ab, unter den Glei- 
chungen 4, = 0, 4, — 0,... kommen nur eine endliche Anzahl 
verschiedener vor, in den Formen 4, sind von einer gewissen an 
stets die m ersten Coefficienten — 0, die übrigen #—m" sind be- 
ständig von Null verschieden. 


6 
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4 Ist « eine algebraische Zahl ot Grades (also reell und 
rational oder complex und vom zweiten Grade), so bricht die Kette 
nach einer endlichen Anzahl von Gliedern ab. 

11. Wir beginnen den Nachweis dieses Satzes mit der Fest- 
stellung, daf, wenn zwei der Gleichungen 7, = 0, 4, = 0,... 
identisch sind, die Grôfe a nothwendig eine algebraische Zahl nt 
oder niederen Grades ist. 

Es seien also 7, und %, zwei unter jenen Formen, die sich 
blof durch einen Factor 4 unterscheiden, so da y, — 0%, ist. 
Es sei « < x, so ist zufolge der Bemerkungen bei 30) der Betrag 
18| <1. Es seien P, und P, die Substitutionen der Kette, welche 
£ in y, und %, überführen. Durch P, P;* geht dann £ in @y,P;, 
d. i. in 6Ë über. Es sei 


32) Iq | (h, k — 1, …. n), 
h als den Index der Horizontal-, # als den Index der Verticalreihen 


gedacht, das Coefficientensystem der Substitution P, P;*, so ergiebt 
die Vergleichung der Coefficienten in den Formen 6Ë und £P,P,*: 


33) a = + ag +... +a q® (E din). 
Die Coefficienten q sind sämmtlich rationale Zahlen. Man ent- 
nimmt aus diesen Gleichungen, da die Determinante 
& —=0,hZk;  —=1 
LAN ES ) 
ist, eine Gleichung, die symbolisch |0P,P;'—P,P"| — 0 ge- 
schrieben werden kann. 
Nimmt man zwei auf einander folgende der Gleichungen 33), 


für & = j und £ — j+1 (j—1,...n—1), so entsteht aus ihnen 
durch Elimination von 6: 


D) + ag) +. + art (gg) aq = 0. 
Man hat n—1 solcher Gleichungen für 9 = 1,...n—1. 
Entweder ist nun wenigstens eine unter ihnen so beschaffen, 
daB in ihr nicht alle Coefficienten der Potenzen von a Null sind; 
dann erweist sich durch die betreffende Gleichung die GrôBe a 
als eine algebraische Zahl ut oder niederen Grades. 
Oder aber, es wären die Ausdrücke in a auf den linken 
Seiten der Gleichungen 35) für 9 = 1,...n—1 sämmtlich iden- 
tisch gleich Null; dann hätte man 


34) 6] =0 | 


36) Pa — 0, dE — d Ps gi 2 de 0 — FA 
für j = 1,...n—1, also zuvôrderst 
6 
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[a = 0, d. — Es Nov 0: du ET 0, d = EU FPE 2 0, 
1 
sodann allgemein, wenn # > h ist, g® = qgù =... — gt = 0, 
und'wenm eh st = QU rm) de gl Pi me 0, endlich noch 
a =@ —=:..—4", welcher Werth — q gesetzt werde. Nun- 


mehr würden die Gleichungen 33) in Ou‘! = qu! (k—1,...n) 
übergehen; man fände 4 = q und hätte allgemein qg}* = ge, also 
P,P;" = QP,P;", mithin P, = 6P,; jeder Coefficient in P, wäre 
Let dem M RAR TRE CRIE aus /,, multiplicirt in 6. 
Nun hat von den Coefficienten in ?, wenigstens einer einen Be- 
trag —r, und die Beträge der Coefficienten in P, sind sämmtlich 
<7r,; es würde somit r,=])60|r, folgen, was mit r,=7r, und 
[0] <1 im Widerspruch des Die zweite Annahme, da keine 
der Gleichungen 34) eine Bedingung für « giebt, ist danach unzu- 
lässig, und mithin ist nothwendig « eine algebraische Zahl ni 
oder niederen Grades. 

12. Wir ziehen jetzt die Ergebnisse des $ 1 heran. Es sei 
s eine beliebige positive Grôfe; wir nehmen für die linearen 
Formen £,, £,..., an welche die Betrachtungen in $ 1 anknüpfen, 
die n +1 Formen 


 PRPAMENNE PAGE 41 1 ; =, Lan + +at x) 


Der Kôrper X wird dann der durch 

37) D SL ES ES EE ee HE ET 

bestimmte Bereich. In diesem Bereich ist offenbar stets 
RE Dee PL 


welche GrôBe C* heife; wir wollen deshalb jedenfalls & < C* vor- 
aussetzen., Wir haben nach 12) die fundamentale Ungleichung 


12b) PEL J=nlY. 


wo J das Volumen von X ist und die Bedeutung von F,...F, 
aus 3. zu ersehen ist. 

Es werde 6 = 1 gesetzt, wenn a reell ist, 6 — 2, wenn a 
complex ist, und im letzteren Falle setze man £ — +16, so da 7 
und £ Formen mit reellen Coefficienten sind. Die Bedingung 
[le kommt für 6 — 1 auf —s <E<e, für o = 2 auf y +6 
£ € hinaus. Denkt man sich zu £, bez. zu 1, 6 weitere n—6 reelle 
lineare Formen v,...v,_, hinzugenommen, so daB n Formen mit 
einer Determinante 1 entstehen, so erkennt man, da mit nach 
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Null abnehmendem + das Verhältnif _ für 6 — 1 oder . 


für 6 — 2 nach dem Werthe des über den Bereich 


[8 = 0, SE bel Sail 


erstreckten Integrals Î dv,...dv,_,, also nach einer bestimmten 
positiven GrôBe convergirt. Danach wird man eine endliche von 
a abhängende, von s aber unabhängige Grôfe M angeben 
künnen, sodaB für alle Werthe & = C* stets 


38) SJ" < M 

ist. Die Ungleichung 12b) geht dann in 

39) PL) M 

über. Wegen F,<=...Z= F", erhält man daraus insbesondere 
40) sF° < M 

und ferner 

41) FT EME 


Nunmebhr sollen einige Folgerungen aus diesen Ungleichungen 40) 
und 41) entwickelt werden. 

13. Wenn in einer Form y zur Kette der erste Coefficient 
a, — 0 ausfällt, erweist sich durch diese Gleichung a als eine 
algebraische Zahl n—1t* oder niederen Grades. Eine solche 
Beschaffenheit von a wollen wir zunächst ausschliefen. Dann ist 
also für jedes Kettenglied gewiB |«,| 0. Wir zeigen, daB als- 
dann im Verlauf der Kette der Betrag |«,| schliefilich unter jede 
Grenze sinken muf. 

Es sei P in 27) eine zur Zahl r gehôrende Substitution, 4 in 
28) die zugehôrige Transformirte von £ Wir nehmen in 12. den 


Le (aise Gréberist = Crtweil| pl = 


ist). Man hat hier ein von 0,...0 verschiedenes ganzzahliges System 


ile 2, 5 
ë a, 
rs 


Parameter €& — 


Lyc, WOfür |2,, <r (k=1,...n) und 


Ë 


aber kein System dieser Art, wofür stets |x,| <r und ce 


wäre. Nach der Bedeutung von F, (s. 3.) ist daher dann F — 7, 
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Die Ungleichung 40) ergiebt nunmehr 
42) la|< Mr °. 

Diese Abschätzung für |«,| zeigt in der That, daB mit wachsen- 
dem » der Werth |«,| schlieflich unter jede Grenze sinken mu‘). 
In den bezeichneten Füällen, in denen «, niemals Null werden kann, 
hat infolgedessen die Kette nothwendig einen unendlichen Verlauf, 
sie kann niemals abbrechen. 

Insbesondere bricht auf diese Weiïse die Kette niemals ab, 
wenn a nicht eine algebraische Zahl nt* oder niedrigeren Gra- 
des ist. Verbindet man hiermit das ErgebniB aus 11, wonach 
unter derselben Voraussetzung niemals zwei der Formen 4, sich 
blof durch einen Factor unterscheiden, so ist zunächst der Punkt 
1° unseres Kriteriums vüllig sichergestellt. 

14 Um den Punkt 2° zu erweisen, nehmen wir nunmehr an, 
daf a als eine algebraische Zahl nt Grades gegeben ist. In 
diesem Falle kônnen wir aufer mit der Ungleichung 89) noch 
mit dem Satze operiren, daf die Norm einer von Null verschie- 
denen ganzen algebraischen Zahl eine von Null verschiedene 
ganze rationale Zahl und daher dem Betrage nach = 1 ist. 

Es sei 
43) 98 +9 +. +9, = 0 


die Gleichung nt Grades mit rationalen ganzen Coefficienten ohne 
gemeinsamen Theïiler und positivem g,, der a genügt. Es sei, 
wenn a complex, 6 = 2 ist, a° die zu a conjugirt imaginäre GrôBe. 
Die Wurzeln jener Gleichung nt* Grades aufer a, bez. aufer a 
und a° môügen a',a’,...a"” heïifen. Ferner sollen die zu einer 
Zahl £ des Kôrpers von a conjugirten Zahlen in den Kôrpern von 
(@),8,...a""%mit (£°),£,.., E*° bezeichnet werden. 


1) Sind «,B zwei reelle Grô$en und ist 0 |6|<|«|, so hat man eine 
ganze Zabl y, so da8 |«+yf| < 418] ist. Sind «, 6, y drei reelle oder complexe 


Grôken, soda8 0 <|y| <|f|</|«| und . — + ie nicht reell, also s + O ist, so 


kann man zwei reelle GrüBen », w finden, soda8 «+ vf + y — à + (v + dw)B + wep 
— 0 ist, und sind dann z und y zwei ganze Zahlen, soda8 |2—w| = 4 und 
|y+d2—-0—8w| <+4 ist, so wird Le+vB+ ai IE Mit diesen Hülfs- 
mitteln kann man direct einsehen, da in den Formen 4 zur Kette sogar |«,| 
schlieflich unter jede Grenze sinkt, mit Ausnahme des Falles, daB n — 3, a com- 
plex und der reelle Theil von a rational ist, in welchem Falle nur |«,| und |«,| 
unter jede Grenze sinken, aber für |«,| eine positive untere Grenze besteht, und 
ferner der Fälle, da$ a eine algebraische Zahl oten Grades ist, in welchen Fällen 
die Kette mit einem letzten Gliede abbricht. 

Egl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1899. Heft 1. 6 


6 
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Das Multiplam ga ist eine ganze algebraische Zahl nt 
Grades. Infolgedessen ist für ein ganzzahliges, von 0,...0 ver- 
schiedenes System x,,...2, der Werth von gÿ'£ stets eine von 
Null verschiedene ganze Zahl im Kôrper von a und daher deren 
Norm in diesem Kôrper Nm(gi'é) — gs" "E(E)E"...E"° dem 
Betrage nach > 1; der eingeklammerte Factor £° kommt für 6 = 2 
in Betracht und dann ist |£°| — |£|. Es sei C der grôfte Werth 
unter den n—6 Ausdrücken 1+|a%|+.-.+]|a°|"" für j =1,...n—0. 


Sind x,,...æ, in ihren Beträgen =, wo r eine positive Grüle 
ist, so hat man 
44) [E?| = Cr (j=1,...n—6) 


und entsteht nunmehr die Ungleichung 95° C"°|£|°r"° Z 1 oder 
455) LE 2 à, 


wo b eine gewisse nur von a, nicht von der GrôBe von r ab- 
hängende Constante vorstellt. 

Es sei wieder P die zu einer ganzen Zahl r gehôrende Sub- 
stitution der Kette und % in 28) die Form EP. Dann geht, wenn 


für x,...x, die erste Verticalreihe von P genommen wird, aus 
45) zuvôrderst 

46) VAE 

hervor. 


Es sei sodann & wieder eine beliebige positive GrôBe = C* 
und betrachten wir die Ungleichung 41) dafür. Nach der Be- 
deutung von Æ, in 12. hat man ein von 0,...0 verschiedenes 
ganzzahliges System x,...2x,, wofür |[4,|<F, (k=1,...n) und 


| 
Ë £ F,, also |£| <&F, ist. Die Ungleichung 45) ergiebt daher 
(6F,) F5 Z b° oder 
47) F5 > b, 


Führt man die hierdurch angewiesene untere Grenze in 41) ein, 
so folgt 


48) &«F° <= B, 
wo B — _ wieder eine nur von u, nicht von € abhängende 
Constante vorstellt. 

Nunmebr wollen wir speciell & — . nehmen, wo «, der 


QG # 
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letzte Coefficient in 4 ist. Dann ist F —+r; denn man hat hier 
n unabhängige ganzzahlige Systeme x,,...2,, für welche |x,| <r 


(G& = 1,...n) und 2 = = r ist, aber nach der Bedeu- 
r 

tung von |«,| jedenfalls nicht n unabhängige ganzzahlige Systeme 

æ,,...%,, Iür Welche |[z,|<r (f =sul,..,n) und $ <r wäre. 


Die Formel 48) ergiebt nunmehr 
49) la Br *. 
Wir stellen 46), 49) und 29) zusammen in: 


1) LÀ __ #0. 
50) br <lel<...<le|<Br 7. 


Man ersieht daraus zunächst, daB im Verlauf der Kette selbst 
laæ,| schlieflich unter jede Grenze sinkt. Die Kette bricht also 
jedenfalls niemals ab. 

Gewisse weitere Ungleichungen erschliefen wir für die Normen 
der Zahlen a, (4 = 1,...n) und für ihre conjugirten Zahlen «°. 
Nach 44) werden wir, da die Zahlen der Æt* Verticalreihe von P, 
welche £ — «a, machen, <= r sind, 


51) [a?| = Cr (j=1,...n—6) 


haben. Nehmen wir dazu die in 49) erhaltene obere Grenze für 
|æ,|, womit noch im Falle 6 = 2 sich |a«?} deckt, so folgt 


52) Nm (gs a,)| = g5°°B°C"”, 


wo die Grenze rechts nur von a, nicht von der Zahl r abhängig 
erscheint. Nun ist Mn(g%"'a,) eine ganze rationale Zahl und daher 
nach dieser Ungleichung nur einer endlichen Anzahl von Werthen 
bei allen môüglichen Werthen von r fähig. 

Andererseits hat man, indem diese Zahl Nm(gÿ'a,) von Null 
verschieden ist: 


53) [Nm (ga) = ga)... | 21. 


0 


Führt man hierin für |«,|(|a°|) die obere Grenze aus 50) und für 
die Beträge |&!|,...[a*"”| mit Ausnahme eines Factors |«?| die 
obere Grenze aus 51) ein, so folgt für diesen noch übrigen Betrag: 
b4) LE ch (j=1,...n—-6), 


1 : 2 rot 
WOC— —-Hpopnt wieder nur von a, nicht von r abhängig ist, 
%o 
6G* 
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Sind nun k, k irgend zwei der Indices 1,2,...n, so hat man 
wegen b0): . 


a a? B 
55) FA Ê )= ns 
und aus 51) und b4): 
56) . Lu (j=1,...n—6). 
| b 


Zudem sind g%'a, und gÿ'«, und alle ihre conjugirten Zahlen 
ganze algebraische Zahlen und liegt nach 52) die ganze rationale 
Zahl |Nm(g%'«,)| unter einer bestimmten von a allein abhängenden 
Grenze. Aus diesen Umständen geht hervor, daB in der algebrai- 
schen Gleichung nt* Grades für £: | 


57) Nm (gta) -(e—%)((e- À) ( -&)..(- A) ne 


O ! 
h a, a, LA 


alle n +1 Coefficienten der linken Seite ganze rationale Zahlen sind 
und in ihren Beträgen unterhalb bestimmter nur von a abhän- 
gender Grenzen liegen. Danach kommen für die Coefficienten 
dieser Gleichung von vorn herein für alle 7 nur eine endliche 


Anzahl von Werthsystemen und also für ein jedes Verhältnif _ 


von vorn herein für alle r nur eine endliche Anzahl von alge- 
braischen Zahlen in Betracht. Mithin kônnen in der That die 


sämmtlichen unendlich vielen Linearformen #,,,,... der Kette 
hier, wo a eine algebraïsche Zahl nt Grades ist, nur eine end- 
liche Anzahl von verschiedenen Verhältnissen «,:«,:...:«, der 


Coefficienten darbieten, sie gehen also sämmtlich aus einer end- 
lichen Anzahl unter ihnen durch Multiplication mit Factoren hervor. 
Damit ist der Punkt 2° unseres Kriteriums vôllig erwiesen. 

15. Wir kônnen noch eine Bemerkung über die Natur der- 
jenigen Factoren @ hinzufügen, die hier in Beziehungen 4, — 04, 
auftreten und die als Quotienten von Zahlen im Kôrper von a 
jedenfalls auch in diesem Kôrper liegen. 

Zu jeder Substitution P, der Kette kann man nach der in 2. 
auseinandergesetzten Methode eine ganzzablige Substitution 4, mit 
einer Determinante + 1 bestimmen, sodaf die Coefficienten in 
P;'A, den in 8) und 9) für die Zahlen y” angegebenen Bedin- 
gungen entsprechen. In dieser Substitution P,*4, sind die Coeffi- 
cienten rationale Zabhlen mit der Determinante von P, als Nenner. 
Letztere ist nach dem in 9. Bewiesenen stets dem Betrage nach 
£Sn! Nach den Bedingungen 8) und 9) kommen dadurch für 
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alle Coefficienten von P;'A, von vorn herein nur eine endliche 
Anzahl verschiedener Werthe in Frage. Verbindet man damit 
das soeben in 14. erzielte Resultat, so erkennt man, da auch für 
den Inbegriff der Gleichung 7, — 0 und der Substitution P;'4, 
zusammen in der ganzen unendlichen Kette nur eine endliche An- 
zahl von verschiedenen Bestimmungen vorkommen. 

Hat man nun für zwei Indices : und x sowohl 4, — 64,, wo 
@ ein Factor ist, als auch P,'4, = P,'4,, so wird P,P,' = 4,4, 
also eine ganzzahlige Substitution mit einer Determinante +1. 
Durch diese Substitution geht die Linearform £ (in 26)) in 6£ über, 
während 4,4", d. i. die identische Substitution, £ in £ überführt. 
Für den Factor 0 erhält man dadurch eine Gleichung nt Grades, 
welche sich in der oben bei 34) erklärten symbolischen Weise 
104,4;"—-A,A;"| = 0 oder |84,—4,| — 0 schreiben läft. In die- 
ser Gleichung sind alle Coefficienten ganze rationale Zahlen und ist 
sowohl der erste wie der letzte Coefficient gleich +1. Also ist 
dann sowohl 8 wie £ eine ganze algebraische Zahl, mithin @ eine 
Einheit in dem Zahlenkôrper von a. Sonach gilt der Zusatz: 
Unter den Formen %,, 4, ... der Kette kann man eine endliche 
Anzahl angeben so, da aus ihnen alle Formen der Kette durch 
Multiplication mit solchen Factoren hervorgehen, welche Ein- 
heiten im Kürper von a sind. 

Ist 4, — 0,2, +. +as, 4 = B,2+-..+8,2, und sind r,,r, 
die Zahlen, zu denen P,, P, gehôüren, so hat man ferner nach 51) 
und b4) 

nelle Ones |f9E Or (see) 


indem B, — 6, ist, folgt daraus 


2 
ESS (je Lehee) 
t 
Man hat sodann die von den Zabhlen r,, r, freie Beziehung 
Al 
PE 


C2 
Vo’ 


€ 


58) << 


GO + 2=1...n—06). 


Für die Einheiten 6, auf die man hier geführt wird, liegen also 
die Verhältnisse der Beträge der n—o conjugirten Werthe 6',... 
9" stets zwischen zwei von vorn herein anzuweisenden Grenzen, 
ein Umstand, der für die weitere Erforschung der Substitutionen- 
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ketten zu algebraischen Zahlen nt* Grades von hervorragender 
Bedeutung ist. 

16. Es sei jetzt & eine algebraische Zahl n — mt Grades, wo 
m> 0 und <n ist, und es sei 


59) CPR RTE ER 2 PCR Er 0 


die Gleichung n—m'* Grades mit rationalen ganzen Coefficienten 
ohne gemeinsamen Theïler und positivem 9,, der a genügt. Es 
sei unter den Beträgen der Coefficienten dieser Gleichung der 
grôfite Werth g*. Man entnimmt aus 59) 


Dan PT D nn He HYATRT = O  (h=1,...m), 


d. i x,+ax,+...+a" 1x, — 0 für gewisse "” besondere, von 
0,...0 verschiedene ganzzahlige Systeme x,,...x,. Diese m Sy- 
steme sind von einander unabhängig, denn schreibt man sie in " 
Verticalreihen auf, so hat man in den letzten »m Horizontalreihen 
der entstehenden Matrix, welche die Werthe x%,_,,,,...4, ent- 
halten, ein quadratisches Schema, wobei in der Hauptdiagonale 
alle Elemente — 9, und unterhalb derselben alle Elemente = 0 
sind, ein Schema also, das die von Null verschiedene Determinante 
g$ ergiebt. Alle jene Zahlen x,,...x, sind ferner dem Betrage 
nach = g*. 

Es sei nun P eine zur Zahl » gehôürende Substitution der Kette 
und % die Form, in welche £ durch P übergeht. Aus dem eben 
Gesagten erkennt man, daf, sowie r =g* ist, in 4 jedenfalls 
a, = 0,...a, — 0 sein muf. Dagegen muB stets à, von Null 
verschieden bleiben. Denn hätte man m+1 unabhängige ganzzah- 
lige Systeme x,,...2x,, wofür £ — 0 ausfiele, so würde man aus 
den betreffenden m+1 Gleichungen durch m Mal hintereinander 
vorgenommene Elimination der jedesmal sich darbietenden hôchsten 
Potenz von « schlieflich eine Gleichung für a mit rationalen 
Coefficienten von einem Grade <n—m gewinnen kônnen. 


Es sei wieder 6 — 1 oder — 2, je nachdem «a reell oder 
complex ist, und im letzteren Falle sei a° die zu a conjugirt ima- 
ginäre Zahl. Ferner seien a’, a”, ...a"-"® die Wurzeln der Glei- 


chung n—m Grades für 4 aufier a, bez. auBer a und a°. Endlich, 
wenn « eine Zahl im Kürper von a bedeutet, so seien allgemein 
(a°), &',...«""® die conjugirten Zahlen in den Kürper n von («°), 
PA LP t'en) 

Wir künnen jetzt die in 14. gewonnenen Sätze über die Sub- 
stitutionenkette » mit » Variabeln zu algebraischen Zahlen nt Gra- 
des in der Weise heranzichen, daf wir die Zahl n dort durch den 
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Werth n—m" hier ersetzen. Das in 49) liegende Resultat zeigt 
alsdann, daf man im gegenwärtigen Falle zur beliebigen Zahl r 
stets n—m ganzzahlige Systeme y, — y,...y,_, — y®, (k = 1, 
‘...n—m) mit von Null verschiedener Determinante finden Pa 
80 ) daf alle Zahlen y} darin dem Betrage nach <7r sind, und daf 


für jedes einzelne dieser n—m Systeme 


(A+ay+.+a "y |<EBr © 


ausfällt, wo B eine gewisse nur von a, nicht von r abhängende 


Constante ist. Setzt man zu jedem dieser Systeme y,,...,., 
anne =, es GNT = Ours 0,080 bekommt 
man #—m ganzzahlige Systeme x,,...4x,, die von den oben er- 
wähnten speciellen » solchen Systemen unabhängig sind. Danach 
wird man, sowie r = g* ist, aufer |a,| =. = |a,| — 0 weiter 
stets , 
60) DESIRE le Dre 
haben. 

Es sei jetzt zuvürderst n—m —6. Alsdann erkennt man aus 
60), da die Beträge \a,,,|,...|æ,| im Verlauf der Kette unter 


jede Grenze sinken, ohne jemals Null zu werden; die Kette bricht 
also jedenfalls nicht ab. Man hat ferner stets 

_. k=m+<t 1" 

O ; ’ 
sn ge 2e (maria) 
wenn C der grôüBte unter den Werthen 1+1|a°|+...+ a%/|" 
(j = 1,...n—-m—0) ist. Andererseits ist g,& eine ganze alge- 
sel Zabl, desgleichen daher jede Zahl g57'a, (k = m+l,...n), 
und da diese Zahlen von Null verschieden sind, müssen mithin ihre 
Normen im Kürper von a dem Betrage nach Z 1 sein; man hat also 


62) Abe dE: ts Del k=mAl, nn) 
Führt man hierin für n—m—e der n—m—6 +1 absoluten Beträge 
la, |, [æ|,...|a "| die in 60) bez. 61) angewiesenen oberen Gren- 


zen ein, so erhält man für den noch übrigen dieser Bcträge eine 
untere Grenze; man findet 
re k = m+1, 


63) CAES LE da tr (, = 1,. Rai 


mit gewissen von r nicht abhängenden Constanten à und €, und 
daraus folgt dann 


ME EE 
CA re 


) 

Us, 
(5) 

a, 


(2 


64) 


. hi, Rem mb is on; re) 
= 4 j=1,...n-m-6 } 
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Andererseits findet man aus 60) und 61) die von r nicht abhän- 
gende Grôe g®"”"1 °C" als obere Grenze für die Beträge 
der Normen von g%'a, (k — m+1,...n). Aus 64) und aus 
diesem letzten Umstande schlieft man endlich durch die entspre- 
chende Ueberlegung wie bei 57), da für die Verhältnisse der 
Coefficienten «,,,,...0, in y (die Zahl r = g* angenommen) nur 
eine endliche Anzahl von algebraischen Zahlen in Betracht kommen. 
Danach sind in der That sämmtliche Formen #,,%,,... der Kette 
aus einer endlichen Anzahl unter ihnen durch Multiplication mit 
Factoren abzuleiten. Damit ist der Punkt 3° des Kriteriums er- 
wiesen. Indem man noch den Umstand heranzieht, daB auch im 
gegenwärtigen Falle nach 9. die Determinante jeder Substitution 
der Kette dem Betrage nach <n! ist, kann man wieder hinzu- 
fügen, da sich unter den Formen %,, 4,,... eine endliche Anzahl 
hervorheben läBt, aus denen alle diese Formen durch Multiplica- 
tion mit solchen Factoren entstehen, welche Einheiten in dem 
Zahlenkôrper von a sind. 

Es sei endlich n—m — 6. Ist 6 — 2, also a complex, so 
bleïben in y für r Zg* allein die Coefficienten «,_,,«, von Null 
verschieden. In den quadratischen Gleichungen 


(é—g'a)(t—g 'a,) = 0, (-g'a)(t-g5 a) = 0 


sind die Coefficienten ganze rationale Zahlen und hat man durct 
60) von r unabhängige obere Grenzen für die Beträge derselben. 
Danach kommen für «&,_.,,«, nur eine endliche Anzahl von Werthen 
in Betracht. Da nun nach einer Bemerkung bei 30) alle Formen 4, 
der Kette verschieden ausfallen, muf danach die Kette nach einer 
endlichen Anzahl von Gliedern abbrechen. — Ist 6 = 1, also a reell 
and rational, so bleibt für r = g* nur «, von Null verschieden, dabei 
ist gÿ ‘a, eine ganze rationale Zahl und liegt zufolge 60) dem Be- 
trage nach unterhalb einer gewissen von r unabhängigen Grenze. 
Die Kette bricht daher auch hier nach einer endlichen Anzahl von 
Gliedern ab. Damit ist auch der letzte Punkt des in 10. auf- 
gestellten Satzes bewiesen. 


Zürich, den 9. Februar 1899. 


Ueber ganzzahlige Gleichungen ohne Affect. 


Von 
C. Runge. 


Vorgelegt in der Sitzuug vom 25. Februar 1899 von D. Hilbert. 


Abel's Beweis der Unauflôsbarkeit der Gleichungen fünften 
und hôüheren Grades schlieft bekanntlich nicht die Auflôsbarkeit 
für specielle Werthe der Coefficienten aus. Wenn ins Besondere 
die Coefficienten nur ganzzahlige Werthe haben sollen, so läft 
Abel’'s Beweis die Frage ganz offen, ob überhaupt unter diesen 
Gleichungen unauflüsbare vorhanden sind. Auch die Galois’sche 
Theorie giebt ohne Weiteres keine Antwort auf diese Frage. 
Denn von vorne herein ist nicht einzusehen, warum nicht die 
Galois’sche Resolvente für alle ganzzahligen Werthe der Coeffi- 
cienten reducibel werden kôünnte, obgleich sie für veränderliche 
Coefficienten irreducibel ist!) Die Aufl‘sbarkeit der Gleichung 
verlangt allerdings noch mehr als das blofie Zerfallen der Galois’- 
schen Resolvente. Aber die weiteren Bedingungen sind insofern 
von derselben Art, daB von vorne herein nicht einzusehen ist, 
warum sie nicht für alle ganzzahligen Gleichungen erfüllt sein 
kônnten. 

Ich will im Folgenden nur die erste Bedingung das Zerfallen 
der Galois’schen Resolvente betrachten und also nicht nach den 
unauflôsbaren ganzzahligen Gleichungen, sondern nach der Classe 


1) Erst D. Hilbert hat diese Lücke ausgefüllt. Er zeigt (Journ. für 
Math. Bd. 110 p. 104), da$, wenn man in einer irreducibeln ganzen rationalen 
Function mehrerer Veränderlichen mit ganzzahligen Coefficienten für einige der 
Veränderlichen ganze Zahlen einsetzt, es immer auf unendlich viele Weisen môüg- 
lich ist, die ganzen Zahlen so zu wählen, daf eine irreducible Function der 
übrigen Veränderlichen entsteht, à 
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ganzzahliger Gleichungen fragen, für welche die Galois’sche Re- 
solvente nicht zerfällt, oder gemäf$ Herrn Kroneckers Be- 
zeichnung nach den Gleichungen ohne Affect. 

Der Gegenstand dieser Note ist der folgende Satz: 

Ertheilt man dem Coefficienten von 2" in einer 
Gleichung nt* Grades den Werth 1 und legt allen 
Coefficienten auf$er demjenigen von 4«"*irgend welche 
ganzzahlige Werthe bei, so giebt es im allgemeinen 
d.h. abgesehen von den Fällen, wo die den Coefficienten 
beigelegten Werthsysteme gewissen Gleichungen 
genügen nur eine endliche Anzahl von ganzzahligen 
Werthen des Coefficienten von 2"*, für welche die 
Galois’sche Resolvente der Gleichung in mehr als 2 
Factoren zerfällt“. 

Die Gleichung nt Grades sei 


2 — fa + fa". Ef, — 0, 


WoO f»-..;f, irgend welche ganzzahlige Werthe haben sollen, nur 
f, = 0 ausgeschlossen, f, dagegen als Veränderliche angenommen 
wird. Die # Wurzeln der Gleichung sind dann Functionen von f. 
Für sebhr gro8e Werthe von f, wird eine der Wurzeln sebr grof, 
und ihr reciproker Werth läfit sich in eine Potenzreihe von nega- 
tiven Potenzen von f, entwickeln, deren Coefficienten ganze Zahlen 


sind. Man erkennt dies sogleich, wenn man : = 4, - — v setzt 


und % und v in die Gleichung einführt, welche alsdann auf die 
Form gebracht werden kann: 


v—u+fou —fo +... Efivou = 0. 
Die übrigen n—1 Wurzeln werden für sehr grofe Werthe von f, 
sehr klein. Sie lassen sich durch eine einzige Potenzreihe von 


née darstellen, welche für die 7—1 conjugirten Werthe von 


"V+f.v die n—1 Wurzeln liefert. Die Coefficienten der Potenz- 
reihe sind rationale Zahlen. Man erhält sie, wenn man die Glei- 
chung zunächst in der Form schreibt: 


d'o—a" + fa" ?v—... Efio = 0. 


Die Form der Gleichung zeïgt, da8 sich v nach positiven Potenzen 
von + entwickeln läfit. Die Entwicklung fängt an mit dem Gliede 
+f'a"", so daf also +f,v gleich einer Potenzreihe von æ wird, 
welche mit dem Gliede x"! beginnt “nd nur rationale Coefficienten 
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enthält. Demnach wird "W+f,v gleich einer Potenzreihe von x, 
welche mit dem Gliede x anfängt und mithin kann x als Potenz- 


reihe von "V+/f,v mit rationalen Coefficienten entwickelt werden. 

Ich bezeichne für grofe Werthe von f, diejenige Wurzel der 
Gleichung, welche zugleich mit f, sehr groB wird mit x,, die 
übrigen Wurzeln mit x,,*,,...x,. Die letzteren vertauschen sich 
cyklisch, wenn f, einen sehr grofien Kreis um den Nullpunkt be- 
schreiïbt. Denn es vertauschen sich dadurch die n—1 Werthe 
von "V+f,v cyklisch. Die Bezeichnungen x,,x,...x, sollen so 
an die Wurzeln vertheilt sein, daf bei dieser cyklischen Vertau- 
schung x, in æ,, æ, in &,, etc., x, in x, übergeht. 


Es sei g(x,,2,,...2x,) eine unsymmetrische ganze ganz- 
zahlige Function von x,,4,,...x,. Dann ist g eine algebraische 
Function von f,. Setzt man nun für x,x,,...x, die gefundenen 


Entwicklungen nach Potenzen von "V+f,v ein, so erhält man 


für g eine Entwicklung nach Potenzen von "V+f,v, welche solche 
Werthe von g darstellt, die gro$en Werthen von f, entsprechen. 
Hat nun die algebraische Function g für denselben Werth von f, 
aufer den durch diese Entwicklung dargestellten noch andere 
Werthe, so folgt nach dem von mir im Crelle’schen Journal Bd. 
100 S. 432 bewiesenen Satze, da es nur eine endliche Anzahl 
ganzzabliger Werthe von f, giebt, für welche g einen ganzzabhligen 
Werth annimmt. Werden andrerseits alle Werthe von g durch 
die Entwicklung geliefert, so kann g nicht mehr als n—1 Werthe 
haben. 
Nimmt man nun weiter an, daB die Gleichung 


LL +R a EF, = 0 


für die angenommenen Werthe von f,,...f, und veränderliche 
Werthe von f, keinen Affect besitzt, so kann, wenn # = 4 vor- 
ausgesetzt wird, eine unsymmetrische ganzzahlige Function der 
Wurzeln, welche weniger als x Werthe hat, nur zweiwerthig sein, 
und es kann daher nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Werthe 
von f, geben, für welche die Gleichung einen stärkeren Affect als 
die Rationalität der Discriminante annimmt. 

Es bleibt noch übrig zu beweisen, daf f,,...f, einer gewissen 
Gleichung genügen müssen, wenn die Gleichung 


d—fafattf = 0 


bei veränderlichem f, einen Affect besitzen soll. 
Man kann zunächst zeigen, daf kein Affect vorhanden sein 
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kann, sobald es einen einfachen Verzweigungspunkt der alge- 
braischen Function x von f, giebt. Es werde die n blättrige Rie- 
mann'sche Fläche über der f, Ebene betrachtet. Da unsere Glei- 
chung für veränderliches f, irreducibel ist, so muB die Riemann’sche 
Fläche zusammenhängend sein. Es sei à ein Werth von f,, für 


welchen die Entwicklungen von = %-..%, nach Potenzen von 
1 


v und "W+f,v convergiren. Dann' ist x, für diesen Werth defi- 
nirt und es soll der zu a und x, gehôürige Punkt der Riemann’- 
schen Fläche mit À bezeichnet werden. Es sei B ein einfacher 
Verzweigungspunkt und AB ein Weg, auf dem man von À zu B 
gelangt. Läft man nun f, auf diesem Wege bis dicht vor B 
wandern, B umkreisen und wieder zu À zurückkehren, so wird 
x, dadurch mit einer der Wurzeln %,,..., z.B. x, vertauscht, 
während alle anderen Wurzeln ungeändert bleiben. Da man nun 
aus der cyklischen Vertauschung von x,,x,..., und der Ver- 
tauschung von x, und x, alle Vertauschungen von x, mit 4,,...x, 
und in Folge dessen alle #! Substitutionen der x Wurzeln zu- 
sammensetzen kann, so ist erwiesen, da unsre Gleichung für 
diesen Fall keinen Affect besitzt. 

Welche Bedingungen müssen nun f,,.../f, erfüllen, damit ein 
einfacher Verzweigungspunkt vorhanden sei. 

Es ist 

FPE GET RAS FEI, 


Für einen einfachen Verzweigungspunkt muf ce verschwinden, 


d'f, 
dx? 


dagegen von Null verschieden sein. 


Die Bedingungen, da kein einfacher Verzweigungspunkt 
existirt, sind demnach die folgenden. Es mu für alle Wurzeln 
der Gleichung 


ee = 1-2 +2f,ax +... +t(n—-1l)f,x" = 0 


der Ausdruck 
2f,a2—2,8f,ax "+... En.n—-1f,x"" 
gleich Null sein. 


Setzt man - = x und schreibt 


ER CE Ce ET 0) 
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so mu also für jede Wurzel von q(u) —0 auch y'(u) verschwinden, 
oder, was dasselbe ist, es muB jede Wurzel von œq(u) — 0 min- 
destens eine zweifache sein. Die Werthsysteme von f,...f,, welche 
dieser Bedingung genügen, bilden offenbar ein algebraisches Ge- 
ñn < 1 
das ist die hôchste Zahl der Wurzeln von œ(u) — 0, welche be- 
liebig angenommen werden künnen. 


bilde, dessen Mannigfaltigkeit nicht grôfer ist als denn 


Ueber die Erregbarkeit sensibler Nerven- 
endigungen durch Wechselstrôme. 


Von 


Dr. R. v. Zeynek. 
Aus dem Universitätsinstitut für physikalische Chemie in Gôttingen. 


Vorgelegt in der Sitzung am 25. Februar 1899 von W. Nernst. 


Was von (resetzen der Nervenerregung bekannt ist, wurde 
fast ausnahmslos durch Versuche, die mit Hilfe des elektrischen 
Stromes an motorischen Nerven angestellt worden sind, gewonnen. 
In der Regel wurde in der Weise verfahren, daf eine Strecke im 
Verlaufe eines Nerven freigelegt und an zwei Stellen elektrisch 
gereizt wurde; als Mal der Erregung wurde die ZuckungsgrôBe 
des zugehürigen Muskels bestimmt. 

Gregen systematische Versuche, sensible Nerven vom peri- 
pheren Nervenende aus zu reizen, bestand seit jeher eine ziem- 
liche Abneigung; vor allem wohl aus Furcht, Irrtümern in der 
Deutung der Resultate ausgesetzt zu sein. Zwei Fehlerquellen 
wurden besonders gefürchtet: 1) die Richtung, in welcher der 
elektrische Strom den Nerven durchquert, unbewuBt zu ändern; 
2) einen unrichtigen Wert der Stromstärke in die Rechnungen 
einzuführen, da die Annahme allgemein verbreitet war, schnelle 
elektrische Schwingungen vertheilten sich an der Kôrperoberfläche, 
ohne in die Tiefe zu dringen. 

Der zweite Punkt wurde durch W. Nernst, ,Ueber die Ver- 
wendung schneller Schwingungen in der Brückencombination“, 
Wied. Ann. 60, S. 600 hinfällig; gleichzeitig wurde in dieser Ar- 
beit (S. 615) eine Thevrie angedeutet, die Nervenerregung durch 


7 
4 
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den elektrischen Strom auf Grund der Jonenbeweglichkeit zu er- 
klären. Daraufhin konnten elektrische Versuche an sensiblen 
Nervenenden mit der Hoffnung auf Erfolg vorgenommen werden. 
Die in Punkt 1 erwähnte Gefahr dürfte durch eine zweckmäfige 
Versuchsanordnung zu vermeiden sein. 

Ich stellte mir die Aufgabe, die minimale Stromstärke zu 
finden, bei welcher Sinusstrôme verschiedener Frequenz wahrge- 
nommen werden. Für motorische Nerven ist von v. Kries!) die 
gleiche Frage bearbeitet. Ueber die Wirkung von Sinusstrômen 
auf periphere Nervenenden fand sich nur eine Bemerkung d’A r- 
sonvals?), daf mit der Zunahme der Wechselzahl auch eine 
grüBere Stromstärke zur Erregung der Nerven nôüthig sei. So 
schien es nicht überflüssig zu sein, eine systematische Untersuchung 
zur Lôüsung der erwähnten Aufgabe auszuführen. Die im Folgenden 
beschriebenen Versuche dürften auch insoweit Interesse bean- 
spruchen, als es thunlich ist, aus der zur Nervenerregung noth- 
wendigen Stromstärke einen SchluB zu ziehen auf die Wirkungen, 
welche starke Wechselstrôme verschiedener Frequenz auf den Or- 
ganismus ausüben. 


Versuchsanordnung. 


Um bei den Versuchen, die Nerven von den peripheren End- 
organen aus zu reizen, vergleichbare Resultate zu erhalten, ergab 
sich als erste Aufgabe, durch die Versuchsanordnung zu erzielen, 
da das Versuchsobject innerhalb der Zeit einer Versuchsreihe, 
d. h. einiger Stunden, von den gleichen Stromlinien durchflossen 
wird. 


Die Stromvertheilung im Organismus muB — wenn von dau- 
ernden Veränderungen der Gewebe infolge der Stromwirkungen 
abgesehen werden kann — abhängig gedacht werden von der 


Structur resp. der Leitfähigkeit der Gewebe. Solche Verände- 
rungen (Oedem, Ermüdung der Nerven etc.) waren in der durch- 
stromten Küôrperpartie thatsächlich weder während der Versuche, 
noch nach denselben zu constatiren, sodaB die Beschaffenheit der 
Gewebe für die Zeit einer Versuchsreihe als unveräünderlich ange- 
nommen werden konnte. Ebenso muBte auf die gleichbleibende 
Beschaffenheit der Epidermis an den Stellen, welche der Strom 
durchsetzen sollte, geachtet werden. 

Als Versuchsobject dienten zwei benachbarte Finger. Die mit 


1) Verhandlungen d. naturw. Vereins in Freiburg i. B. 
2) Arch. de physiologie 1889, S. 246. Bd. VILL. 
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Seife und Wasser solange, bis sie von Wasser gut benetzt wurden, 
gewaschenen Finger wurden in zwei cylindrische, etwa 3 cm tiefe, 
mit 0.7°/,iger Steinsalzlôsung gefüllte Ausbohrungen einer dicken 
Paraffinplatte gehalten. Die Cylinderflächen der Paraffinnäpfe 
waren mit Kupferblechen ausgekleidet, welche mit der Stromquelle 
in Verbindung standen. Die Fingerstellung war bei den Versuchen 
wie die Hôhe, bis zu welcher die Finger benetzt wurden, immer 
die gleiche. Durch diese Anordnung konnte angenommen werden, 
da die Empfindung zum grôüfiten Theil durch die Reizung der 
Nervenenden bedingt war. Die Versuche wurden erst begonnen, 
wenn die Steinsalzlôsung die Temperatur der Finger angenommen 
hatte, ferner wurde sorgsam darauf geachtet, da keine Stelle der 
Fingerhaut, die in die Salzlôsung tauchte, verletzt war. 

Hautverletzungen, wie sie z. B. unter dem Nagel leicht vor- 
kommen, verrieten sich übrigens gleich beim Beginn der Versuche: 
bei bedeutend geringeren Stromstärken, als nothwendig sind, um 
das charakteristische Prickeln hervorzurufen, tritt in der ver- 
letzten Partie eine Schmerzempfindung auf, welche an jene er- 
innert, die verdünnte Säuren hervorbringen. 

Für die systematischen Versuche kamen Sinusstrôme zur Ver- 
wendung, die für langsamen Wechsel (0.3—1 pr. Sec.) von einer 
Spule geliefert wurden, in welcher sich eine zweite von Gleich- 
strom durchflossene Spule gleichmäBig drehte. Der erhaltene 
Wechselstrom wurde zum Ausgleich eventueller Unregelmähig- 
keiten noch durch einen Transformator geleitet und von diesem 
abgenommen. Für Stromwechsel von 5—110 pr. Sec. diente ein 
Kohlrausch’scher Sinusinductor; für Wechselstrôme von cca. 
600—5000 Stromwechsel pr. Sec. eine nach Herrn Potter’s 
Plänen im bhiesigen Institute construirte Dynamo, deren Strom 
noch durch einen Transformator geleitet wurde. Orientirende 
Versuche wurden mit Gleichstrom, ferner mit Strômen angestellt, 
welche ein kleiner Ruhmkorff’scher Inductor mit Neef’schem 
Hammer und ein Saitenductor mit dickdrähtiger Wickelung lie- 
ferten. Sehr schnelle Schwingungen wurden schlieflich durch eine 
Teslacombination erreicht. 

Zur Messung der Stromstärken dienten das Maltb y’ sche !) 
Elektrometer und Weber’s Dynamometer. Die Teslaschwin- 
gungen wurden mittels eines Hitzdrahtgalvanometers gemessen. 

Die Schaltungsweise wird durch beifolgende Figuren erläutert. 


1) Wied. Ann. 61, 563 (1897). 
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Fig. 1. Fig. 2. 


ad Fig. 1. Der Experimentirstrom gieng von J durch einen 
Stromkreis, gebildet aus den Paraffinnäpfen »#, in welchen durch 
die Finger der Contact hergestellt war, aus dem Mannit-Borsäure- 
widerstand w und einem gleichbeschaffenen Widerstand w,. Von 
dem Widerstand w war der zum Elektrometer führende Strom- 
theil abgezweigt, indem die Elektrometerquadranten kreuzweise 
mit je einem Pol verbunden waren und eine commutirbare Zweig- 
leitung (c einpoliger Commutator) zum Biscuit des Elektrometers 
führte. Als Dielektricum des Elektrometers wurde Benzol ver- 
wendet; die Ablesung des commutirten Ausschlages geschah mit 
Spiegel und Fernrohr. # betrug 20—30.000 &. w, war ein Re- 
gulirwiderstand zwecks Eïinstellung auf den Schwellenwert der 
Nervenempfindung. Die Aïichung des Elektrometers erfolgte vor 
und nach jeder Versuchsreihe mit Gleichstrom. 

Aus der GrôBe des Ausschlages konnte so das mittlere In- 
tegral der Stromstärke gefunden werden, da der durch # und w 
circulirende Strom von der mittleren Stromstärke à an den beiden 
Enden des Widerstandes w die Spannung iw — e besitzt; für die 
Spannung « eines Gleichstromes wurde der Elektrometerausschlag 
— a gefunden, für die Spannung = 1 daher der Ausschlag — 
berechnet. Daraus ergibt sich für e, für welches der commutirte 
Elektrometerausschlag b betragen haben mag: 

Pr 1144 frs — Von 
Va Va: 

Da8 die gefundene Stromstärke ebensowenig die zur Nerven- 
erregung nothwendige absolute Stromstärke ist, wie bei den mit 
motorischen Nerven angestellten Versuchen, braucht nicht weiïter 
ausgeführt zu werden. | 

ad Fig. 2. Von J geht der Strom durch die Paraffinnäpfe », 
durch den elektrolytischen Regulirwiderstand w, und durch die 
bewegliche Spule des Dynamometers d, aus welcher der Eisenkern : 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1899. Hoft 1. 7 
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entfernt war; von da zu einem Commutator c, mittelst dessen die 
Stromrichtung der fixen Spule des Dynamometers commutirbar 
ist, hierauf durch die fixe Spule von d nach J zurück. Die 
Aiïchung des Dynamometers wurde mit Gleichstrom ausgeführt. 
Die Stromstärken wurden nach der Formel’) i — CVa bestimmt. 

Bei den Wechselstrômen von hôheren Wechselzahlen wurde 
fast ausschlieflich das Dynamometer verwendet. 

Wegen der gringen Dämpfung konnte nur selten die Ruhelage 
der Spule direct bestimmt werden. 


Versuchsergebnisse. 


Zur Orientirung wurde ein Versuch angestelit, welche Strom- 
stärke bei Verwendung von Gleichstrom unter den mitgetheilten 
Bedingungen nothwendig sei, um eine Empfindung zu veranlassen. 
Der Versuch ergab eine Stromstärke von 70.2 >< 107 Amp. 

Da die Reïizerscheinung eine von dem bekannten Prickeln ver- 
schiedene ist, sei dieses Ergebnis nur beiläufig mitgetheilt. — 

Bei den verwendeten Wechselstrômen konnte eine Verschieden- 
heit in der Erscheinung des Prickelns nicht constatirt werden. 
Es liegt keine Veranlassung zu einer Befürchtung vor, daf ver- 
schiedenartige Nervenenden als Indicatoren verwendet worden 
wären, was ja auch der Lehre von den specifischen Energieen 
widerstrebte. Da für die Werte, welche bei Wechselstrômen bis 
100 Stromwechsel pr. Sec. erhalten wurden, ausgesprochene Mittel- 
werte schwer zu fixiren waren, andererseits bei den geringen Aus- 
schlägen die Ablesungsfehler (schon merklich) in Betracht kommen, 
so sind die erhaltenen Werte ohne Correcturen mitgetheilt. Die 
Werte der übrigen Versuchsreihen differirten im Maximum um 
etwa 20 °/o voneinander. Diese Differenzen dürften wohl auf Unter- 
schiede in der Dicke der Haut, in der Zahl der gereizten Nerven, 
und auf einen verschiedenen Flüssigkeitsgehalt der Gewebe zu 
beziehen sein; weniger wahrscheinlich auf Aenderungen in der 
chemischen Zusammensetzung der Nervensubstanz. Es gelang 
leicht, die für die hôheren Wechselzahlen gefundenen Werte der 
Stromstärken auf einen Einheitswert, resp. auf das Niveau der 
durch mebrere übereinstimmende Versuche gefundenen Curve zu 
beziehen. 


1) Kohlrausch, Leitfaden d. prakt. Phyÿsik, 1896, S. 296. 
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A. Ablesungen mittels des Elektrometers. 


Wechselzahl 
ec. 


Amp. x 105 


oo 
Wechselzah] _|Wechselzahl _ 
oo Pr loue) DR Er 


Le brechers 29.09 
1 ; rasselnd 17.60 
30 ; mittlerer | (25.20 
' Ton 26.22 
33 nt Suiténin | M 2000 
375 1 4 47 4 ductor mit| |20.0 
; : : dickdrähti-| {21.98 
; ger Wicke-| [21.10 
sk (12 lung 19.75 
: stark 
43 à rasselnd 16.13 
117.66 
47 : 
48.4 
50 
B. Ablesungen mittels des Dynamometers. 
ea | ape ed moon 


110 | 27.7 25.5 


920 56.6 52.1 
1030 61.7 56.8 
: 59.9 55.1 
1190 64.6 59.4 0.92 
1985 66.4 61.1 
1350 67.5 62.1 
1400 68.0 62.6 
1430 68.0 62.6 
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CS 

100 25.3 urnes 3 
1980 75.8 75.8 
2140 79.2 79.2 1.00 
2850 86.0 86.0 
3690 102.6 102.6 

66 18.0 19.9 

857 47.8 52.5 1.108 
1840 64.6 “7 

867 48.1 50.3 

64.6 
1600 eat GIE 
a ma + 1.046 
94.6 

4280 97.4 101.9 
5140 102.6 107.3 

980 59.9 53.9 
1285 72.8 65.5 
1710 78.5 70.7 “0 
1840 76.8 69.1 : 
2140 90.6 81.5 
2340 95.8 86.2 

800 45.7 47.1 

930 47.3 48.7 1.08 
1070 54.6 56.2 : 
1610 66.8 68.8 

871 43.2 43.2 

830 B2.6 52.6 
1200 60.5 60.5 1.00 
1846 72.8 72.8 
3660 94.6 94.6 
1170 53.9 58.8 
2570 80.6 87.9 ne 

Wechselzahl Amp. x< 10 Messi) Amp. x 1075 


O (Gleichstrom) 
0.3 


Sec. 


0.6 
0.75 
1 


5.3 
12 


Sec. 
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Analoge Versuche wurden mit Teslaschwingungen ausgeführt. 
Die Unterbrechung des Primärstromes geschah durch eine rasch 
rotirende Wasserturbine. Als Funkenstrecke waren Zinkkugeln 
eingeschaltet, zwischen denen etwa 30—150 Funken pr. Sec. über- 
sprangen, die Stromstärke wurde mittels eines Hitzdrahtgalvano- 
meters bestimmt. 

Die Versuche haben jedoch bisher kein sicheres Resultat er- 
geben. Bei langsamem Funkenspiel wurde in einzelnen Fällen ein 
Prickeln beobachtet, doch setzte dieses viel heftiger ein und lieB 
sich nicht für die Grenze der Fühlbarkeit einstellen. Es kam bei 
diesen letzteren Versuchen mit langsamem Funkenspiel auch vor, 
daB bei einer Stromstärke, die eine Zeit lang keine Reaction gab, 
plôtzliche Zuckungen hervorgerufen wurden, soda der Verdacht 
naheliegt, diese seien als superponirt aufzufassen. Bei einer 
Schwingungszahl von einigen Millionen (aus Selbstinduktion und 
Kapacität geschätzt) trat mehrmals ein deutliches Prickeln bei ca. 
1/20 Ampère ein, doch waren die Resultate, wie erwähnt, recht 
unregelmäig. 

Eine Beobachtung von Interesse ist bei diesen Versuchen ge- 
macht worden: obwohl keine der uns geläufigen physiologischen 
Stromwirkungen bei der Mehrzahl dieser Versuche auftrat, war eine 
deutliche Erwärmung der beiden zum Versuch verwendeten Finger 
zu spüren; diese rührt offenbar von Joule’scher Wärme her. Es 
dürften die Teslaschwingungen das einzige Mittel sein, eine gleich- 
mäBige Durchwärmung des Kôürpers zu ermüglichen. Wie 
sich leicht berechnen läBt, kommen dabei ganz bedeutende Wärme- 
mengen in Betracht. 

Eine Zusammenstellung der gewonnenen Werte ist in der bei- 
liegenden Kurvenzeichnung durchgeführt. In dieser ist die Wechsel- 
frequenz als Abscisse, die dabei zur Nervenerregung nothwendige 
(mittlere) Stromstärke als Ordinate aufgetragen. 

Die Werte, welche bis zur Wechselzahl von 100/Sec. erhalten 
sind, wurden in analoger Weise, aber unter Zugrundelegung eines 
anderen MaBstabes dargestellt. 

Welche Form die Welle haben mag, die im Nerven die Fort- 
pflanzung der Erregung zum Centrum bewirkt, soll hier nicht er- 
ôrtert werden. Diesbezüglich kann auf die Arbeiten von Bo- 
ruttau und Hoorweg verwiesen werden. 

Aus der Betrachtung der durch Verbindung der Einzelwerte 
in Fig. 3 und 4 construirbaren Curven ergibt sich, daf dem Gleich- 
strom und den Sinusstrümen, deren Frequenz eine geringe ist, in 
Bezug auf ihre Fähigkeit sensible Nerven zu erregen, eine ganz 
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Figur 4. 
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Werten in Fig. 3 läBt sich — wenn von der unteren eben charak- 


terisirten Partie der Curve abgesehen wird — mit groBer Annä- 
herung eine Parabel (ausgezogen gezeichnet) construiren, welcher 


andere Rolle zufällt als den frequenteren Sinusstrômen. 
im Mafstabe der Zeichnung die Gleichung zukäâme 
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Für schnellere Schwingang gilt mit guter Annäherung die 
einfachere Gleichung, deren Curve in Fig. 4 punktirt gezeichnet ist, 


y 2,90 x. 


Leider sind bei den Curvenzeichnungen von v. Kries (Ver- 
handl. d. naturw. Vereins Freiburg i. B., Bd. VIII, $S. 170) nicht 
die Werte der Stromstärken angegeben; falls diese hôher waren, 
als die wahren Stromstärken, welche bei den beschriebenen Ver- 
suchen die Nervenenden im Kôrper durchsetzten, ist es erklär- 
Lich, daB v. Kries das Minimum seiner Curven bei einer Wechsel- 
zahl von etwa 100/Sec. fand. 


Zur Theorie der elektrischen Reizung. 
Von 
W. Nernst. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Februar 1899. 


Im organisirten Gewebe bringt der galvanische Strom zweierlei 
Wirkungen hervor; er entwickelt Joule’sche Wärme, wie in ge- 
wôühnlichen Leitern und veranlaBt physiologische Reizerscheinungen. 
Die letztere Wirkung tritt so sehr in den Vordergrund, da8 sie 
bisher wohl ausschlieflich beobachtet worden ist; aber in der 
vorstehenden Notiz findet sich der interessante Nachweïs, daB bei 
geeigneter Versuchsanordnung auch der umgekehrte Fall ein- 
treten kann. 

Ich môüchte im Folgenden den Versuch machen, die Theorie 
der elektrischen Reizung zu entwickeln, wie sie sich mir mit 
Nothwendigkeit aus den jetzigen Anschauungen der elektrolytischen 
Leitung zu ergeben scheint. 

Nach unsern bisherigen Kenntnissen kann der galvanische 
Strom im organisirten Gewebe, also einem Leiter rein elektro- 
lytischer Natur, keine anderen Wirkungen, als Ionenverschiebungen, 
d.h. Konzentrationsänderungen, verursachen; wir schliefen 
also, daB letztere die Ursache des physiologischen Effekts sein 
müssen. Bei Wechselstrômen, mit denen wir uns hier hauptsäch- 
lich beschäftigen wollen, treten Konzentrationsänderungen in mit 
der Richtung des Stromes wechselndem Sinne auf. Wenn ihr 
Mittelwerth einen bestimmten Betrag erreicht, wird die physio- 
logische Wirkung merklich werden, d.h. die Reizschwelle 
ist erreicht. 

Es scheint nun môglich, diese mittleren Konzentrations- 
änderungen zu berechnen, ohne gar zu spezielle Vorstellungen zu 
Hülfe nehmen zu müssen. Es ist bekannt, daf im organisirten 
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Gewebe die Zusammensetzung der wässerigen Lüsung, die den 
elektrolytischen Leïiter bildet, nicht üiberall die gleiche ist, und 
insbesondere ist sie innerhalb und auBerhalb der Zellen ver- 
schieden. Halbdurchlässige Membrane verhindern den Ausgleich 
durch Diffusion; nur an diesen Membranen kônnen Konzentrations- 
änderungen durch den Strom erzeugt werden, während bekanntlich 
im Innern einer Lôüsung von überall gleicher Zusammensetzung 
der Strom eine solche Wirkung nicht hervorbringen kann, weil 
in jedes Volumelement in jedem Augenblick ebensoviel Ionen 
hinein- wie hinauswandern. 

An den halbdurchlässigen Membranen hingegen müssen Kon- 
zentrationsänderungen auftreten, weil der Strom daselbst Salz 
hintransportirt, dessen weiteren Transport die Membran ver- 
hindert. Salze, welche die Membran zu passieren im Stande sind, 
übernehmen die Stromleitung durch die Membran. Hier also ist 
offenbar der Sitz der elektrischen Reizung zu suchen !). 

Wenn nun ein Strom von der Dichtigkeit eins die Salzmenge » 
an die Membran transportirt, so wird gleichzeitig infolge Diffusion 
eine Rückwanderung des Salzes eintreten; die mittlere Konzen- 
trationsänderung an der Membran wird also bedingt durch die 
entgegenwirkenden Effekte des Stromes und der Diffusion. 

Die Gleichungen dieser Prozesse sind leicht zu entwickeln; 
betrachten wir einen Wechselstrom von der Intensität 


(1) rt — asinmnt, 

m 
2x 
die Anzahl Wechsel pro Sekunde bezeichnet, so bringt dieser 
Strom in der Zeit dt die Menge (va sinwt) dt Salz an die Mem- 
bran, die aus der unmittelbaren Nähe derselben durch den Diffu- 
sionsstrom sofort in die benachbarten Schichten zurückgeführt 
werden muf, weil ja andernfalls in der allernächsten Nähe der 
Membran unendlich grofie bez. unendlich kleine Konzentrationen 
(je nach der Stromesrichtung) auftreten müBten. Bezeichnet x 
die Richtung des durch den galvanischen Strom bedingten Salz- 
stromes und die damit gleiche, aber entgegengesetzte des Diffu- 
sionsstromes, so gilt für æ — 0, d.h. für die nächste Nähe der 


worin a die Amplitude des Stromes, é die variable Zeit und 


1) Es ist vielleicht nicht ausgeschlossen, da8 elektrostatische Ladungen an 
den halbdurchlässigen Membranen, auf die zuerst Ostwald (Zeitschr. physik. 
Chem. 6 71, 1890) hingewiesen hat, ebenfalls Reizerscheinungen ausüben; da 
diese aber mit den Konzentrationsveränderungen parallel gehen, so brauchen wir 
sie hier nicht weiter zu berücksichtigen. 
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Membran, wenn wir æ von der Membran aus zählen, 


: dc 
(2) va sin mt — ni 7 


worin 4 den Diffusionskoefficienten, re also die Dichtigkeiït 


des Diffusionsstromes bezeichnet. . 
In hinreichender Entfernung von der Membran bleibt die 
Konzentration ungeändert, d. h. es ist 


(3) Ce = €, IUT TX = ©, 
| Ueberall gilt die bekannte Diffusionsgleichung 


oc °c 
(4) ne br) 
welche nichts anderes aussagt, als daB in jedem Volumelement 
die Konzentration um soviel wächst, als der UeberschuB$ der 
hineingewanderten über die hinausgewanderte Menge beträgt ?). 
Die obigen Gleichungen (1) bis (4) sind im Prinzip genau 
dieselben, zu denen kürzlich Herr Warburg”°) in seiner be- 
kannten Theorie der Polarisierbarkeit von Elektroden durch Wech- 
selstrom infolge von Konzentrationsänderungen an den Elektroden 
gelangte; es spielt eben, wie wir sehen, die halbdurchlässige 
Membran in mancher Hinsicht die Rolle einer in die Strombahn 
geschalteten Elektrode (eines sogenannten Zwischenleiters). Herr 
Warburg findet das Integral obiger Gleichungen für den sta- 
tionären Zustand zu 
av 
(5) ge re 
worin C die Konzentration in unmittelbarer Nähe der Membran 
(d. h. für x —= 0) bedeutet. (C—c, müfte nach unsern obigen 
Betrachtungen also die physiologische Reizung bedingen; damit 
eine solche überhaupt auftritt, muf C—c, einen gewissen absoluten 
Betrag À erweisen. Wir finden also als Bedingung für einen 


1) Davon, daB, nachdem der Elektrolyt durch den Strom inhomogen ge- 
worden ist, nunmehr letzterer auch seinerseits Konzentrationsänderungen erzeugt 
(vgl. dazu besonders F. Kohlrausch, Wied. Ann. 62 p. 209, 1897), kônnen 
wir hier als einer Wirkung zweiter Ordnung absehen. 

2) Verhandl. physik. Ges. Berlin vom 20. Nov. 1896. Die obigen Gleichungen 
dürften auch für die Untersuchung der Polarisationserscheinungen im organisirten 
Gewebe neue Anhaltspunkte liefern. 
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physiologischen Effekt 


(6) A 


VE Vm 

Nun ist a der Intensität des angewandten Wechselstroms 
proportional; nach unserer Theorie muB also die Stromintensität, 
die gerade noch einen Reiz ausübt, mit der Quadratwurzel aus 
der Schwingungszahl direkt proportional ansteigen. 

Aus der vorstehenden Notiz des Herrn Dr. Zeynek geht 
nun nicht nur hervor, daf in qualitativer Hinsicht die Erfahrungen 
dafür sprechen, daf mit wachsender Wechselzahl dieser Grenz- 
strom ansteigt, sondern die für hôhere Wechselzahlen gültige 
Formel 
(7) y = 2,90x oder a° prop.m 


lehrt sogar, daf auch quantitativ im Sinne der Theorie dies An- 
steigen der Quadratwurzel proportional erfolgt. 

Für langsame Schwingungen (unter ca. 500) wird Formel (7) 
ungenau und für sehr langsame (unter ca. 80) versagt sie vüllig. 
Aber die Theorie läft auch dies vorhersehn. Denn die Bedingung, 
daf die Konzentrationswellen in einiger Entfernung von der Mem- 
bran schon abgeklungen sind (wir setzten bei der Integration für 
x = © ja c — c;), wird unstatthaft, wenn die Länge der Kon- 
zentrationswellen mit den Dimensionen einer Zelle kommensurabel 
werden, wenn also die Frequenz des Wechselstroms zu gering 
wird. 

Betrachten wir zur Erläuterung dessen den extremen Fall 
einer unendlich kleinen Frequenz, d. h. den des konstanten Stromes. 
Es seien c, und c, die Konzentrationen, die im stationären Zu- 
stande an zwei an der Zellwand im Abstande ! gegenüberliegenden 
Punkten einer stromdurchflossenen Zelle herrschen. Dann gilt 
(mit einer gewissen Annäherung) : 


ro ICT aka 2 on 

Maafgebend für den physiologischen Effekt wird der absolute 
Betrag von €, —c, — c©,—c, Hier aber kommen im Werth von ! 
die absoluten GrôBen der Zelle in Betracht, sodaf es mir ohne 
ganz spezielle Vorstellungen über den Zellenbau nicht müglich er- 


1) Vgl. hierzu die von meinen Schülern Herren Salomon und Danneel 
entwickelten Theorien des Reststroms, die zu unserm Problem eine entsprechende 
Analogie aufweisen, wie die Theorie von Warburg. 
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scheint, die Theorie auch für das Gebiet der langsamen Wechsel 
zu entwickeln. Bemerkt sei nur noch, daf es hier zur Herstellung 
des stationären Zustandes offenbar verhältnismälig grofer Zeit- 
räume bedarf und auch aus diesem Grunde liegen hier die Ver- 
hältnisse wesentlich anders, als bei schnellem Stromwechsel. That- 
sächlich treten nach vorstehender Arbeit bei Gleichstrom wesent- 
lich andersartige Reizerscheinungen ein, als bei Wechselstrômen. 

Die weitere Entwicklung der Theorie für langsamen Wechsel- 
strom und für Gleichstrom muf ich also in physiologischen Fragen 
Berufeneren überlassen; doch môchte ich noch der Vermuthung 
Raum geben, daB das weitere Studium der elektrischen Reizung 
durch solche Strôme in physiologischer und vielleicht auch in 
diagnostischer Hinsicht mancherlei neuen Aufschluf geben kôünnte. 


Güttingen, Februar 1899. 


Ueber die Proportionalität zwischen den piëzo- 
electrischen Momenten und den sie hervorrufen- 
À den Drucken. 


Von 
Dr. Franz Nachtikal. 


Vorgelegt durch W. Voigt in der Sitzung vom 25. Februar 1899. 


Die Grundlage der von Herrn Voigt') entwickelten Theorie 
der piëzoelectrischen Erscheinungen bildet die Annahme, daf die 
electrischen Momente der Volumeneinheit eines acentrischen Kry- 
stalles sowohl mit der Temperatur als mit den Deformationsgrôfen 
bezüglich den Druckcomponenten variüiren. Für die Entwickelung 
der Theorie wird die Specialisirung gemacht, daB diese Momente 
lineare Funktionen der DeformationsgrôBen resp. Druckcomponen- 
ten sind, was sicher stattfindet, wenn diese GrüBen genügend klein 
sind. Bei den früheren Beobachtungen der Herren J. und P. Curie?), 
P.Czermak®), E. Riecke und W. Voigt‘), bei denen auch ne- 
benher diese Proportionalität geprüft wurde, wurde sie befriedigend 
bestätigt. Es soll nun durch diese Arbeit untersucht werden, mit 
welcher Annäherung diese Proportionalität gilt, und wenn Abwei- 
chungen davon sich zeigen, in welchem Sinne sie vorkommen. 

Da diese Abweichungen nur klein sind, wie das sowohl aus 
den eben citirten Beobachtungen als auch aus dieser Arbeit her- 
vorgeht, so kann man sie in dem Sinne auffassen, da man die 
electrischen Momente proportional den klein gedachten Zuwach- 


1) W. Voigt, Gôütt. Abh. 86 (1890). 

2) J. und P. Curie, Compt. rend. 92, p. 186—188 (1881). 

8) P. Czermak, Wiener Sitzungsber. Bd. 96, Abth. 2, p. 1217—1244 (1887). 
4) E. Riecke und W. Voigt, Wied. Ann. 45, p. 628—662 (1892). 


) 
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‘sen der Drucke setzt, aber die Constanten der Proportionalität 
als von den Drucken selbst abhängig betrachtet. Dementsprechend 
sind bei den nachstehend beschriebenen Versuchen nicht die durch ver- 
schieden grofe Drucke erregten Electricitätsmengen gemessen, son- 
dern die durch denselben Druckzuwachs bei verschiedenen Anfangs- 
belastungen entwickelten. Hierdurch wurde gleichzeitig die Noth- 
wendigkeit einer genauen Calibrirung des Electrometers vermieden. 

Was die Beobachtungsmethode selbst betrifft, so sei auf die 
citirte Arbeit von E. Riecke und W. Voigt hingewiesen. Das 
Krystallprisma, von dem zwei gegenüberliegende Flächen mit 
Staniol belegt waren, wurde zwischen zwei mit Hartgummi isolirte 
Kupferplatten gelegt; die untere Platte war fest, die obere wurde 
von einer Feder gehalten und durch eine Waagschale und durch 
darauf gelegte Gewichte belastet. Ein Beleg des Krystalls sowie 
ein Quadrantenpaar des Thomson’schen Electrometers wurde dauernd 
zur Erde abgeleitet, der andere Beleg und das andere Quadranten- 
paar mit einander so verbunden, daB auch sie durch eine passende 
Einrichtung leicht zur Erde abgeleitet werden konnten. Die ganze 
Leitung sowie das Electrometer waren sorgfältig durch Draht- 
gitter gegen äufere Einwirkungen geschützt; alle Verbindungen 
waren zusammengelôthet, um die mit den Erschütterungen ver- 
änderlichen Capacitäten unvollkommener Contacte zu vermeiden. 
Die Nadel, deren Schwingungen beobachtet wurden, ward durch 
eine Batterie von 70 Wasserelementen geladen. 

Bei der Berechnung der Ruhelage muB man neben der Dämpfung 
auch die Verschiebung der Ruhelage berücksichtigen. Diese Ver- 
schiebung der Ruhelage ist einerseits durch die Zerstreuung der 
Electricität wegen der schlechten Isolation, anderseits auch durch 
die thermische Erregung des Krystalls bewirkt. Da es sich dabei 
nur um gegen die ganzen Ausschläge der Nadel kleine GrôBen 
bandelt, so kann man näherungsweise diese Verschiebung propor- 
tional der Zeit setzen und damit annehmen, dass die Umkehrpunkte 
der Nadel in derselben Weïise verschoben werden. Die Beobach- 
tungen wurden folgendermafen eingerichtet: Der isolirte Beleg 
und das damit verbundene Quadrantenpaar wurden zuerst mit der 
Erde verbunden; diese Verbindung wurde in dem Moment aufge- 
hoben, wo die Nadel durch ïhre Nullstellung durchging, um so die 
influencirende Wirkung der stark geladenen Nadel auf beiden Qua- 
drantenpaaren müglichst gleich zu erhalten. Darauf wurden vier 
Umkehrpunkte beobachtet; im Momente des vierten Umkehrpunktes 
wurde das Uebergewicht auf die Waagschale gelegt und wurden nun 
fünf Umkehrpunkte beobachtet. Daraus wurde eïinerseits die ur- 


Proportionalität zwischen piëézo-electr. Momenten und Drucken. 111 


sprüngliche Nallstellung der Nadel andererseits ihre neue Stellung 
für den Augenblick des Belastens berechnet. 

Sei x die Ruhelage in jenem Augenblicke, £ die Verschiebung 
der Ruhelage während einer balben Periode, « der erste Ausschlag 
der Nadel nach dem Durchgange durch die Ruhelage, q das Däm- 


pfungsverhältniB, dann sind die aufeinander folgenden Umkebr- 


punkte a, durch folgende Formeln !) gegeben: 
4 =Z+ Eta, 


a 
As — Ur E 


C1 4 
ERA 


F 
a, = x+4t-+, 
a = 2+08+. 


Da man nun q als bekannt annehmen kann, so bleiben nach der 
Elimination von « noch vier Bedingungen für zwei Unbekannte 
æ und £. Diese Gleichungen wurden in folgender Weise verwer- 
thet. Zuerst berechnete man die Ruhelagen aus je zwei Umkehr- 
punkten mittels des Dämpfungsverhältnisses nach dem gewôhnli- 
chen Verfahren: 


D 
s, = 0,444 = c+6(8-5—) 
T, = see = 221 +) 
fe Mirus SNS (re) 
Daraus wurde die Verschiebung der Ruhelage nach den Formeln 
Ein 5 re HE 


zweimal berechnet und aus den Resultaten das Mittel genommen, 


1) E. Riecke und W. Voigt, Wied. Ann. 46, p. 688 (1892). In der 
vorliegenden Arbeit ist nur 6, 26,... statt 46, 46,... gosetzt. 
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endlich wurde mittels £ viermal die gesuchte Ruhelage bestimmt 
und daraus das Mittel genommen, wobei den ersten Zahlen ein 
grôBeres Gewicht zugeordnet wurde, als den letzten. 


Was das Dämpfungsverhältni8 q betrifft, so wurde es immer 
aus der ganzen Serie der Beobachtungen berechnet ; und zwar be- 
stimmte man sogleich 1/(1+q), da q nur in dieser Verbindung auf- 
tritt. Es ist 


fi gs PS (a; —a;)—(a,—a,) 

1+9 re (a, — a,)—2(a,—a,)+(a,—a,) 
und auch 

Le Em Vomer 

1-69 + (a,—as)—2(a,—a,)+(a,— «&) 


Bei der Berechnung zeigte sich, daB der Werth von 1/(1+g), 
welcher aus den ersten vier Umkehrpunkten folgt, kleiner war, 
als derjenige aus den letzten vier Umkehrpunkten. So ergaben 
sich z.B. bei der letzten Beobachtung am Turmaline B aus den er- 
sten vier Umkehrpunkten die folgenden Werthe 


1 


re 0,4101 0,4100 0,4106 0,4098 0,4101 0,4108 0,4103 0,4092, 


dagegen aus den letzten vier Umkehrpunkten 


5x — 0,4198 0,4123 0,4129 0,4115 0,4134 0,4115 0,4131 0,4120. 


Die Mittelwerthe sind also 
0,4111 und 0,4124. 


Dem entsprechend wurden auch die grôfieren Bogen mit einem 
kleineren Werthe von 1/(1+q) behandelt und umgekehrt. In dem 
gewählten Beispiele wurden insbesondere folgende Werthe 


04103 0,4113 0,4123 0,4133 


für die aufeinander folgenden vier Bogen benutzt. Das Vorstehende 
zeigt, daB das DämpfungsverhältniB für grôfBere Bogen auch grô- 
Ber ist, was übrigens von vornherein zu erwarten war. 


Aebnlich wurde auch die Nullstellung der Nadel berechnet,. 
Ist x’ die Ruhelage der Nadel gerade vor der Belastung, so sind 
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die beobachteten Umkehrpunkte durch folgende Formel 
a = 2'—3£ — aq 
a = 2'—2£ + ag" 
a = &'— EE —«g 
Fi x + a! 


dargestellt. Man berechnete wieder zuerst die Ruhelagen nach dem 
gewôbnlichen Verfahren 


und aus ihnen die corrigirte Ruhelage 
1 
! = ! = ! 
= mt a+ (+ 1)! s+(2+ 0 ei 
Die Verschiebung der Ruhelage war in diesem Falle ganz 


Klein, da sie nur von kleinen Temperaturänderungen der Krystalle 
herrübrt. 


Die Berechnung selbst wurde immer nach folgendem Schema 
durchgeführt : 


Ber. | Corr. 


_. | Mit 545 : Reduc. 
on om RL 
a! — 528,7 | | 
a! — 507,1 + 21,6 | + 8,8 |515,9 516,5 
a, — 522,4 —15,3 | — 6,3 |516,1 516,45 |x' — 516,5 
a! — 512,2 +10,2 | + 42 |516,4 516,5 
| 


a, — 631,3 | 630,9 | | 
a, = 644,1 |644,1|+ 86,8 | + 85,6 |579,7! 4,4 |584,1 


a, = 600,0 !599,8|— 66,7 | —22,9 |576,9| 7,2 |584,1 |x — 584,1 
a, = 566,1 [666,1 | + 43,7 | +18,0 |5741| 10,0 |584,1 
a, = B82,2|582,1|—26,0 | —10,7 |571,4| 12,8 |584,2 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1899. Hi. 1. 8 


& x 
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Der Ausschlag ist also 67,6 Sc.-Th. und 


574,1 576,9 —571,4 
pren RP NER 


= 2,7b. 

Die einzelnen Beobachtungen stimmen fast immer ebenso gut 
wie in diesem Beispiele; nur bei dem Turmalin kamen zuweiïlen 
kleine Abweichungen vor. 

Wie schon gesagt, wurde die von demselben Drucke erregte 
Electricitätsmenge bei verschiedenen Anfangsbelastungen gemessen. 
Die Anfangsbelastungen wurden zuerst um gleiche GrôBen dreimal 
oder viermal nach einander vergrôBert, dann in derselben Weise 
wieder verkleinert und das Ganze zweimal durchgeführt. So 
wurden also für jede Anfangsbelastung viermal die Doppelaus- 
schläge beobachtet und aus ihnen dann das Mittel genommen. 
Durch diese Anordnung eliminirt man auch die Aenderung der 
Empfindlichkeit des Electrometers, welche durch die mit der Tem- 
peratur veränderliche Spannung der Wasserbatterie entsteht. Zur 
Controle wurde übrigens die Empfndlichkeit des Electrometers 
anfangs, in der Mitte und am Ende jeder Beobachtungsreïihe mit 
einem Normalelemente geprüft. Ihre Veränderlichkeit fand sich 
immer sehr klein, so daB eine besondere Reduction der Beobach- 
tungen nicht nôthig war. 

Nach vielen orientirenden Beobachtungen, durch welche die 
einzelnen stürenden Einwirkungen erkannt und weggehoben wur- 
den, sind endlich Quarz B und Turmaline À und B!) je durch 
zwei Serien von Beobachtungen untersucht. Im folgenden sind 
die Resultate mit den daraus sich ergebenden Schlüssen zusammen- 
gestellt. 


Quarz B. 


Dieses Präparat ist ein beinahe quadratisches Prisma, dessen 
Hühe parallel zu einer Nebenaxe des Krystalls liegt und 0,603 cm 
lang ist; die Querdimensionen messen 0,784 em und 0,715 em. Der 
Druck wurde parallel der Hühe ausgeübt, wobei die dazu senk- 
rechten Flächen mit Staniol belegt waren. 

L Der Krystall wurde anfangs nur dem Drucke der Schale 
ausgesetzt, der 0,838 kg betrug; die Steigerung dieser Anfangsbe- 
lastung betrug immer 3,051 kg. Der Doppelausschlag wurde für 
eine Zusatz-Belastung von 1,523 kg beobachtet. Der Doppelaus- 
schlag für das Normalelement war 216,3 Sc.-Th. 


1) E. Riecke und W. Voigt L. c. p. 686 und 540, 
8 
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Anfangsbelastung in kg Beobachtete Doppelausschläge Mittelwerthe 
0,838 133,6 1321 1307 131,2 (131,9) 
3,889 126,4 126,0 126,4 196,1 196,2 
6,940 1944 1236 1248 123,9 124,2 
9,991 123,95 122,8 1240 123,3 123,5 


Aus diesen Zahlen geht hervor, dafi der piëzoelectrische Mo- 
dul 0, des Quarzes mit dem steigenden Drucke abnimmt. Jedoch 
scheint der erste Ausschlag zu grofi zu sein, was wahrscheinlich 
davon kommt, da der Krystall dabei zu wenig belastet war, daf 
also noch nicht ganz regelmäfige Vertheilung des Druckes über den 
ganzen Querschnitt herrschte; auch die beobachteten Doppelaus- 
schläge stimmen in diesem Falle noch nicht gut üiberein. Wenn 
man deshalb diese Beobachtung ausschliefit, so folgt, daf der Ver- 
grüBerung des Druckes um 3,051 kg eine Verminderung des gan- 
zen Ausschlages um 1,35 Sc.-Th. oder um 1‘1°) entspricht. 


IL. Der Krystall wurde gleich anfangs der Belastung von 
3,355 kg unterworfen; die Steigerung dieser Belastung betrug 
wieder 3,051 kg. Die Doppelausschläge wurden für den Zusatz- 
Druck 2,000 kg beobachtet. Für das Normalelement ergab sich 
ein Doppelausschlag von 216,9 Sc.-Th. 


Anfangsbelastung in kg | Beobachtete Doppelausschläge Mittelwerthe 
8,355 1740 1740 1723 1246 | 173,7 
6,406 173,2 171,7 171,25 172,15 172,1 
9,457 171,3 170,25 170,15 169,5 170,3 
12,508 169,1 169,7 169,35 169,6 169,4 


Der VergrüBerung der Anfangsbelastung um 38,051 kg ent- 
spricht also eine Abnahme um 1,53 Sc.-Th., was 0° Jo des ganzen 
Doppelausschlages beträgt. 

Im Mittel nimmt also der piëzoelectrische Modul 6,, des Quar- 
zes bei einer Vergrüfierung des Druckes um 8,051 kg auf 0,560 em? 
um 1,0% ab. Für die VergrüBerung der Belastung um 1 kg auf 
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1 cm? beträgt also diese Abnahme 0‘16°/. Führt man das abso- 
lute Mafisystem ein und benutzt dabei den Werth Ô,, = 6,45 < 10”, 
welchen die Herren E. Riecke und W. Voigt!) für die Anfangs- 
belastung von 4 kg gefunden hatten, so ergiebt sich 


0, = 6,b4>x<10%—1,05<10 "x 
wobei mit x der zugehôürige Anfangsdruck bezeichnet ist. 


Tarmalin A. 


| Die Hôhe dieses Prismas liegt parallel der Hauptaxe des Kry- 

stalls und mifit 0,519 cm. Beide dazu senkrechte Flächen, deren 
Seiten 1,159 cm und 0,595 cm lang sind, waren mit Staniol belegt ; 
der Druck wurde senkrecht zu ihnen ausgeübt. 

An diesem Präparate wurden zwei Serien von Beobachtungen 
ausgeführt; anfangs wurde der Krystall nur dem Drucke der 
Schale ausgesetzt; die Steigerung der Belastung betrug 1,526 kg. 
Die Doppelausschläge wurden für die Zusatz-Belastung 1,523 kg 
bestimmt. Der Doppelausschlag für das Normalelement war bei 
der ersten Serie der Beobachtungen 221,6 Sc.-Th., bei der zweiten 
Serie 222,1 Sc.-Th. 


Anfangsbelastung in kg Beobachtete Doppelausschläge | Mittelwerthe 

e | 0,838 | 101,4 99,9 101,0 100,2 100,6 
d 
# 2,364 102,2 101,1 100,3 100,4 101,1 
2 
a 3,890 101,7 1022 1016 1017 | 101,8 
8 0,838 101,9 100,2 99,9 99,9 100,5 
d 
e 2,364 102,25 101,8 101,38 101,45! 101,7 
5 
c 3,890 102,5 1023 1027 102,6 102,5 
NJ . 

5,416 102,6 1025 103,3 103,6 103,0 


Daraus folgt, daf die Ausschläge für eine Vergrôferung des 
Druckes um 3,052 kg auf 0,690 cm? im Durchschnitte um 1,5 Sc.-T!, 
zunehmen. Für die VergrôBerung des Belastens um 1 kg auf 1 cm? 


1) E. Riecke und W. Voigt 1. c. p. 549. 
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nimmt also der piëzoelectrische Modul 6,, des Turmalins um 0:30 
zu. Die Formel für 0,, lautet demgemäB im absoluten Mafe 


2 = —B,60>x<10—177>x< 10%, 


wenn man wieder den Werth Ô0,, — —5,71><10® benutzt, welcher 
aus den Beobachtungen der Herren E. Riecke und W. Voigt!) 
für die Belastung 4 kg hervorgeht, 


Turmalin B. 


Dieses Prisma ist aus demselben Turmalin ausgeschnitten, wie 
das Prisma A; und seine Hôühe von 0,537 cm ist ebenfalls der 
Hauptaxe parallel. Seine Querdimensionen sind 0,892 cm und 
0,447 cm. Auch mit diesem Präparate wurden zwei Serien von 
Beobachtungen durchgeführt. Die Anfangsbelastung betrug im 
ersten Falle 1,714kg, im zweiten Falle 0,838 kg, und wurde immer 
um ungefähr 2 kg gesteigert. Der Doppelausschlag für ein Chrom- 
element war im ersten Falle 214,0 Sc.-Th., im zweiten Falle 217,8 
Sc.-Th. Die beobachteten Doppelausschläge entsprechen einem Zu- 
satz-Drucke von 2 kg. 


Atancsbels=tuue im kg | CBecbachtete Doppelausechlage | Mittelwerthe 
3 1,714 | 1402 1396 1398 1384 | 1304 
a 3.664 1405 1401 1386 1393 | 139,6 
E 5,704 1999 1393 1397 1891 | 1395 

| 
8 0,838 139,9 140,0 139,8 139,7 | 139,85 
a 2,788 1401 1403 1410 1386 | 140,0 
É 4,828 1401 1402 139,9 139,7-| 140,0 
à 6,830 1407 1408 1403 1407 | 140,6 


Auch nach diesen Zahlen, besonders nach der zweiten Serie 
scheint der piëzoelectrische Modul des Turmalines d,, mit steigen- 
dem Drucke zuzunehmen, jedoch sind diese Aenderungen nur sehr 
klein, was also mit dem früher gefundenen Resultate nicht gut 


1) E. Riecke und W. Voigt 1, c. p. 549, 
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übereinstimmt. Jedoch kann man diesen letzten Beobachtungen 
vielleicht nicht denselben Werth geben, wie den vorigen, da der 
Turmalin B an einer Kante ein wenig ausgebrochen und auBerdem 
etwas gesprungen ist, wodurch sein regelmäfiges Verhalten wahr- 
scheinlich beeinträchtigt wird. 


Die Resultate dieser Arbeit sind also : Die Abweichungen von 
der Proportionalität zwischen den piézoelectrischen Momenten und 
den sie hervorrufenden Drucken sind für gewôhnlich benutzte Be- 
lastungen ganz klein. Bei dem Quarze ist die erregte Electrici- 
tätsmenge bei den grôBeren Drucken etwas kleiner, bei dem Tur- 
maline etwas grôBer, als nach der Proportionalität zu erwarten ist. 


Die vorstehenden Untersuchungen habe ich im physikalischen 
Institute der Georg-Augusts-Universität zu Gôttingen ausgeführt. 


Gôttingen, Anfang März 1899. 


Ueber freie Elektricität an der Oberfläche 
Crookes’scher Rôhren. 


Von 
Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 11. März 1899. 


Die Entladungserscheinungen der Elektricität in verdünnten 
Gasen bergen trotz der vielen auf ihre Untersuchung gerichteten 
Arbeit noch so viele Räthsel, daf man immer hoffen kann, durch 
die Anwendung eines neuen Untersuchungsmittels zu neuen Auf- 
schlüssen zu gelangen. Dieser Gedanke veranlafite mich bei ei- 
nigen mit verdünnten Gasen gefüllten Rôhren Bestäubungsversuche 
mit dem Lichtenberg’schen Gemisch von Mennige- und Schwefel- 
pulver zu machen. Ueber die Ergebnisse der Versuche erlaube 
ich mir im Folgenden kurz zu berichten. 

Ich hatte ursprünglich die Bestäubung auf eine grôfere Zahl 
von Rôühren ausgedebnt, welche im Besitze des hiesigen physikali- 
schen Institutes sind; zuletzt habe ich mich auf die etwas aus 
führlichere Untersuchung von 4 Rôhren beschränkt, welche beson- 
ders charakteristische Resultate zu geben schienen. Die erste 
dieser Rühren war eine Kugelrühre zur Demonstration der durch 
die Kathodenstrahlen erzeugten Fluorescenz des Glases. Die Ka- 
thode war eine ebene Scheibe von 2,4 cm Durchmesser; der Zu- 
leitungsdraht lag in der Aequatorialebene der Kugel, die Fläche 
der Kathode stand zu dieser Ebene senkrecht; die Anode war 
durch einen in der Kugelaxe verlaufenden Draht dargestellt, der 
in eine Ansatzrühre eingeschmolzen war. Der Durchmesser der 
Kugel betrug 10,5 cm. Die zweite Rôühre war eine birnfürmige 
Rôntgenrühre, als solche übrigens nur wenig wirksam. Die Länge 
der Rühre betrug 24 cm, der Durchmesser der Kathode 2,4 cm. 
Die dritte Rôühre war eine Schattenkreuz-Rôhre von 22 cm Länge; 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1899. Heft 2. 9 
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der Durchmesser der Kathode betrug 1 em. Die vierte Rôhre 
endlich war eine kugelfôrmige Rôntgenrühre mit Platinspiegel. 
Der Durchmesser der Kugel betrug 9,5 cm; die Kathode war 
durch einen Hohlspiegel dargestellt, dessen Randkreiïs einen Durch- 
messer von 3,2 em besaf. Der Kathode gegenüber lag der Pla- 
tinspiegel; der ihn tragende Draht war in einen kleinen Ansatz 
der Kugel eingeschmolzen und fiel zusammen mit der Axe der 
Hohlspiegelkathode. Die Anode war durch eine ebene Aluminium- 
scheibe dargestellt und lag seitlich in der durch die Axe des Hohl- 
spiegels und die Normale des Platinspiegels gehenden Ebene. 

Die Resultate der mit diesen 4 Rôhren erhaltenen Versuche 
lassen sich in folgender Weise zusammenfassen. 

1. Der Kathode gegenüber bildet sich auf der Wand des 
Glases ein Ring, welcher den nach aufenhin sich verbreitenden 
gelben Staub sehr scharf begrenzt. Der Ring fällt etwa an die 
Grenze des hell fluorescierenden Theiïles der Glaswand. 

2. Nur innerhalb dieses Ringes finden sich — von der Ein- 
trittsstelle der Kathode abgesehen — rothe Stellen, d. h. solche, 
welche das positiv elektrische Mennigepulver anziehen. 

3. Die Vertheilung des rothen Pulvers im Inneren des Rin- 
ges ist ungleichmäBig, was wahrscheinlich durch eine ungleich- 
mäfige Oberflächenbeschaffenheit der Kathode bedingt ist. (Ge- 
gen den gelben Ring hin ist der rothe Staub stets scharf be- 
grenzt, die zwischen dem rothen Staub und dem Ring liegende 
Glasfläche ist von Staub ganz frei. 

4. Zwischen die roth bestäubten Stellen im Inneren des Rin- 
ges schieben sich, und zwar nach auBen hin, häufg gelb bestäubte 
Stellen ein. Diese Stellen kônnen sich der durch den Ring be- 
grenzten äuBeren Bestäubung bis auf einen sehr kleinen Abstand 
nähern, in der Regel tritt aber in dem schmalen Bande, welches 
die äufere Bestäubung von inneren gelben Staubmassen trennt, 
ein scharfer Streifen rothen Staubes auf. 

5. Im Inneren des gelben Ringes überwiegt der rothe Staub 
bei abgeleiteter Anode; aber auch bei abgeleiteter Kathode nimmt 
bei längerer Dauer des Stromes die Menge des rothen Staubes zu. 

6. Verlängert man die Kathodenebene bis zum Schnitt mit 
der Glasoberfläche, so bildet die Schnittlinie die Axe eines etwa 
em-breiten Ringes, der von Staub ganz frei ist. Von der Ein- 
trittsstelle des die Kathode tragenden Drahtes bis zu diesem 
Ringe bedeckt sich das Glas mit rothem Staube. 

7. Bei abgeleiteter Anode bildet der Schwefelstaub an der 
Oberfläche des Glases scharf begrenzte Bänder, welche von der 
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Anode eïinerseits nach der Kathode, andererseits nach dem ihr ge- 
genüber auf der Glaswand entstehenden negativ elektrischen Fle- 
cken hingehen. Es liegt nahe, diese Bänder mit Strômungen in 
Verbindung zu bringen, durch welche die Elektricität der Anode 
mit den entgegengesetzten Elektricitäten der Kathode und des 
Fluorescenzfleckes sich ausgleicht; der letztere würde dabei die 
Rolle einer zweiten Kathode spielen. 

8. Metalldrähte und Bleche, welche in den Weg der Katho- 
denstrahlen gestellt werden, geben auf der von den Strahlen ge- 
troffenen Glaswand elektrische Schatten. So blieb bei den Ver- 
suchen mit der Schattenkreuzrühre der Schatten des Kreuzes und 
der Schatten des das Kreuz tragenden Drahtes von rothem Staube 
vollkommen frei, und der Schatten hob sich dadurch ganz scharf 
von seiner Umgebung ab. Der Schatten selbst blieb entweder 
ganz frei von Staub, oder er bedeckte sich in der Mitte mit Schwe- 
felstaub. So zog sich bei einigen von den Versuchen, welche mit 
der Schattenkreuzrôühre angestellt waren, durch die Mitte des von 
dem Drahte erzeugten Schattens eine feine gelbe Linie. 

9. Wenn ein Blech von Kathodenstrahlen getroffen wird, 
so entsteht auf der Glaswand in der Ebene des Bleches und zwar 
auf der von der Kathode abgewandten Seite eine intensive rothe 
Linie von etwa Millimeter-Breite; ihre Länge entspricht dem 
Durchmesser des Bleches. Die Sache verhält sich so, wie wenn 
die Kathodenstrahlen von dem Bleche streifend reflectiert worden 
wären. Die Linie ist sehr schôn zu sehen bei der Schattenkreuz- 
rôhre, wenn das Kreuz niedergelegt wird; sie tritt aber ebenso 
bei der Spiegelrühre auf in der Verlängerung der Spiegelebene. 

10. Wenn bei der zuletzt genannten Rôhre der Spiegel iso- 
liert wird, so bildet sich ihm gegenüber auf der Glaswand ein 
Ring von derselben Art, wie er bei einer gewühnlichen Rôhre 
der Kathode gegenüber auftritt. Es kann dief entweder durch 
eine regelmäfige Reflexion der Kathodenstrahlen an der Spiegel- 
oberfläche bedingt sein, oder dadurch, da der von den Kathoden- 
strahlen getroffene Spicgel selber als Kathode wirkt; die Lage 
des Ringes macht es wabrscheinlich, dass die erste Annahme die 
richtige ist. 
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Untersuchungen aus dem Universitäts-Labora- 
torium zu Gôttingen (VII. 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 13. Mai 1899. 


1. Ueber substituirte Cyanamide und Thiocarbamide. 


Das Cyanamid vermag in den beiden Formen 


zu reagieren, die man als wahres Cyanamid und als Carbodiimid 
unterscheiden kann. Einige Reactionen des Cyanamids, wie z. B. 
die Polymerisationsfähigkeit, haben augenscheinlich den Uebergang 
in die Imid-Form zur Voraussetzung. Die Monosubstituirten 
Cyanamide unterscheiden sich im allgemeinen Verhalten von der 
Muttersubstanz wenig. Es ist das vorauszusehen, denn sie künnen 
auch in den beiden Formen 


reagieren. 

Ein abweichendes Verhalten nach mancher Richtung darf man 
von den vollkommen substituirten Cyanamiden erwarten, nament- 
lich von denen, in welchen die beiden Wasserstoffatome der Amid- 
gruppe durch ein zweiwerthiges Radical vertreten sind. Diejenigen 
Reactionen des Cyanamids, welche auf einem Uebergang in die 
Imidform beruhen, sollten bei den Repräsentanten vom Typus 
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ausbleiben. Auch die Neigung zur Polymerisation, der freiwillige 
Uebergang der Cyanamid- in die Melamin-Form ist bei den ganz 
substituirten Cyanamiden schwerer zu erwarten. 

Merkwürdiger Weise sind die ganz substituirten Cyanamide 
nun noch wenig bekannt und die bekannten sind, wie es scheint, 
nicht durch directe Wechselwirkung von Cyanhalogen mit secun- 
dären Basen gewonnen, sondern durch Umsetzung von Cyanamid- 
silber mit Alkyljodid 

(z.B. CN.N Ag» +2JC:H5 = 2AgJ + CN.N(C:Hs}s) 


oder als Nebenproduct bei der Zersetzung von Monoalkylcyan- 
amiden. 

Es war mir nun von verschiedenen Gesichtspunkten aus von 
Interesse, einige der vollkommen substituirten Cyanamide kennen 
zu lernen. Man kann die Verbindungen, wie sich herausgestellt 
hat, mit grôBter Leichtigkeit durch Einwirkung von Bromcyan 
(1 Mol.) auf eine ätherische Lôüsung von secundären Basen (2 Mol.) 
erhalten. Es scheidet sich alsbald 1 Mol. der angewandten Base 
in Form des Bromhydrats aus und in der ätherischen Lôsung bleibt 
das neue Cyanamid. Man destillirt nun den Aether bei gewôhn- 
lichem Druck ab und rectificirt den Rückstand im Vacuum, da die 
neuen Verbindungen beim Erhitzen bei gewühnlichem Druck Zer- 
setzung erleiden. 

Auf dem angegebenen Wege sind, unter Mitwirkung des Herrn 
Dr. Sämann, folgende Verbindungen vorläufig dargestellt und ana- 
lysirt worden. 


Cyandimethylamin, CN.N(CHsk, Oel, Siedp. 52° bei 14. 
Cyandiaethylamin, CN.N(C:Hsk, Oel, Siedp. 68° bei 10". 
Cyandipropylamin, CN.N(CsHi}, Oel, Siedp. 88—90° bei 10", 
Cyandiamylamin, CN.N(C5Hu, Oel, Siedp. 130—132° bei 10". 
Cyanpiperidin, CN.NC5 Hw, Oel, Siedp. 102° bei 107%. 
Cyandibenzylamin, CN.N(CH2C6Hsh, bei 54° schmelzende 
Krystalle, Siedep. 145—148° bei 10m. 
Cyanmethylanilin, CN.N (CHs.C6Hs) bei 28° schmelzende Kry- 
stalle, Siedep. 136° bei 10m". 


Sämmtlichen der oben beschriebenen Cyanamide ist gemeinsam, 
daB sie keine Neigung zur freiwilligen Polymerisation zeigen und 
daB sie beim Sättigen ihrer alkoholischen Lüsung mit Ammoniak 
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und Schwefelwasserstoff letzteren meist leicht und schnell unter 
Bildung von schôn krystallisierten Thioharnstoffen addiren. 

Einige der auf diese Weïise bequem zu erhaltenden unsymme- 
trischen Thioharnstoffe sind bereits auf anderem Wege und zwar 
durch Umlagerung von rhodanwasserstoffsauren Diaminen 
dargestellt worden. So erhielt Gebhardt (Ber. chem. Ges. 17. 
2094) solche Thiocarbamide aus Monomethyl- und Monoaethyl-Ani- 
lin, H. Salkowsky aus Dibenzylamin (ebend. 24. 2727 und 26. 
2501). Letzterer stellte gleichzeitig fest, da die Umlagerung 
rhodanwasserstoffsaurer Diamine der Fettreihe sich auferor- 
dentlich schwer vollzieht und daB die gebildeten Thioharnstoffe 
sich schlecht isoliren lassen und er sprach die Vermuthung aus, 
da Spica und Carrara, welche auf analogem Wege unsym- 
metrische Thioharnstoffe der Fettreihe gewonnen zu haben meinten 
(Gazz. chim. ital. 21. 421, Ber. chem. Ges. 24. R. 625), in Irr- 
thümer verfallen seien. Für das Dimethylthiocarbamid hat H. 
Salkowsky das bereits bestimmt nachweisen kônnen. Daf es 
auch für die entsprechenden Verbindungen zutrifft geht aus der 
folgenden Tabelle hervor, in der ich die Schmelzpunkte der aus 
den Cyanamiden gewonnenen Thioharnstoffe, deren Reinheit durch 
die Art der Gewinnung und die Analyse verbürgt ist, zusammen- 
stelle und daneben die Angaben der Autoren setze, welche bereits 
vorliegen. 


| Schmelzpunkte 
Tr | 159° (H. Salkowsky) 

CSN (CHx LRO SA ON ATAER) LE OS nt GE ain 
CS NC, my [10110 , 169—-170° (1) (Spicau. Carrara) 

NH 
CS X (CH) ti Ù = 
cs Nik | 63—640 208—2099 (1) (Spica u. C 

k N(CsH11}s (FE. n EEE (D pica u. arrara) 

NH 
CSN CH HS Ent DH " 
cs NH 139—1400 1391400 (H. Salk 

NICHGH), ROUES p —140° (H. Salkowsky) 

CS NUE cHyl106—107 , 107° (Gebhard) 


Untersuchungen aus dem Universitäts-Laboratorium zu Gôttingen (VII) 125 


Wie man bemerkt sinken die Schmelzpunkte der unsymme- 
trischen Thioharnstoffe der Fettreihe mit steigendem Molecular- 
gewicht, während Spica und Carrara grade das Umgekehrte 
behauptet haben. Die Verbindungen krystallisiren meist sehr gut, 
namentlich zeichnet sich das Diaethylthiocarbamid durch Krystal- 
lisationsfähigkeit aus. Sie sind sebr lôslich in Alkohol, wenig lôs- 
lich in Aether und künnen vortheilhaft durch Zusatz von Aether 
zu ihrer methylalkoholischen Lüsung umkrystallisirt werden. 

Die oben beschriebenen Cyanamide lassen sich natürlich auch 
zur Darstellung anderer Verbindungen nutzbar machen. So kann 
man Z.B. auch die unsymmetrischen Harnstoffe aus ihnen gewinnen, 
worüber bei anderer Gelegenheit berichtet werden soll. 

Schwierigkeiten bin ich bisher bei dem Versuch begegnet, die 
CN-Gruppe zu CH: NH: zu reduciren und auf diese Weise zu sub- 
stituirten Diaminen zu gelangen, doch sollen diese Versuche noch 
fortgesetzt werden. 

Durch den Eintritt der CN-Gruppe ist der basische Character 
der Amine stark abgeschwächt. Am lehrreichsten tritt das bei 
einem Vergleich des Cyanmethylanilins mit dem Dimethylanilin 
hervor. 

Bei rein typischer Betrachtungsweise 


CH: CH: 
GENE, GHNG:N 


Dimethylanilin Cyanmethylanilin 


sollte man ein ähnliches Verhalten beider Verbindungen voraus- 
.setzen, denn in der zweiten Verbindung sind nur die drei Wasser- 
stoffatome eines CH: durch N ersetzt, sonst ist der Bau der Sub- 
stanzen ganz analog. Nichtsdestoweniger fehlen dem Cyanmethyl- 
anilin die characteristischen Merkmale des Dimethylanilins (Bildung 
von Malachitgrün und von Nitrosoverbindung) vollkommen. 


3, Ucber Phenyl- und Tolyl-isobuttersäure. 


Die Fricdel-Krafft'sche Reaction ist,zur Synthese aromatischer 
Säuren, welche das Carboxyl in einer kohlenstoffreicheren Seiten- 
kette enthalten, noch wenig practisch verwerthet worden. Aus 
den vorliegenden Litteraturangaben ist man nun berechtigt zu 
schliefen, daf nach dieser Richtung wohl Versuche angestellt sind, 
daB diesclben aber zu keinem günstigen Resultat führten.  Einige 
orientirende Versuche, welche ich unternahm, bestätigten zunächst 
die Voraussetzung, daB die Synthese von Säuren darch Emwirkung 
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halogenisirter Säuren auf Benzolkohlenwasserstoffe bei Gegenwart 
von Aluminiumchlorid auf Schwierigkeiten stôfit. Monochloressig- 
säure oder Monochloressigester mit Benzol und Aluminiumchlorid 
in Reaction gebracht, führen keineswegs in nennenswerther Aus- 
beute zur Phenylessigsäure. Das stimmt mit Beobachtungen von 
Elbs und Tülle!), welche aus Trichloressigsäure und Benzol bei 
Gegenwart von Aluminiumchlorid nur in ganz unbefriedigender 
Ausbeute (5°) Triphenylessigsäure erhielten. Eine weitere Ver- 
folgung des (regenstandes belehrte nun darüber, daB es durchaus 
nicht gleichgültig ist, ob man bei der betreffenden Reaction von 
gechlorten oder gebromten Verbindungen ausgeht und ob man bei 
Gegenwart von Chlor- oder von Brom-Aluminium arbeitet. Wäh- 
rend z.B. bei der Reaction zwischen &-Chlorisobuttersäureester, 
Benzol und Aluminiumchlorid sich auch nur sehr wenig einer 
aromatischen Säure bildet, bekommt man eine recht ansehnliche 
Ausbeute an Phenylisobuttersäure, wenn man Aluminiumbromid 
mit «-Bromisobuttersäureester und Benzol in Reaction bringt. 
Dabei ist bemerkenswerth, daB unter den gewählten Bedingungen 
nicht der Ester der aromatischen Verbindung, sondern die freie 
Säure entstand, entsprechend der Gleichung: 


(CH3}2.C. Br. CO: Ce Hs + CoHs — (CHs}2 C (Ce Hs) CO2 H + Ce Hs Br. 


Nachdem die Môglichkeit der Synthese auf diese Weise klar 
gelegt war, habe ich einige der noch nicht bekannten Säuren der 
Reihe darstellen und auf ïihr Verhalten untersuchen lassen. 

Herr N. Kestner hat bezüglich der AE A po à 
säure Folgendes festgestellt. 

Die freie Säure C6 Hs C (CHs)2 CO2 H schmilzt bei 77—78° und 
siedet bei 10" zwischen 150—155° [Phenylessigsäure, C6H5CH:CO:H 
schmilzt bei 76°,5 und siedet bei 12" zwischen 144—145°. Der 
Schmelzpunkt ist also durch Einführung des Methyls in die Sei- 
tenkette wenig verändert.] Das Silbersalz der Säure ist in Wasser 
unlôslich, das Calciumsalz krystallisirt mit 2 Mol. Wasser. 

Die Eigenschaften einiger Derivate der Säure ergeben sich 
aus folgender Zusammenstellung : 


Methylester C6 Hs C(CH3)2 CO: CH3  Siedepunkt: 22b°. 


Aethylester Ce Hs C(CHs3)s COz C5 Hs » 235—236°. 
Propylester C6 Hs C(CH3)e COs Cs Hn ; 250. 
Isobutylester Ce Hs C (CHs)2 CO2 Ca Ho : 260 —261°, 
Chlorid Ce H5 C (CH3} CO CI ; 1090 bei 13m, 


1) Journ. f. pr. Ch. 32, 624. 
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Das Amid C6 Hs C(CHs}2 CO NH: schmilzt bei 160—161° und 
siedet bei 80wm bei 200—2050, Es kann aus heifem Alkohol um- 
krystallisirt werden und ist in Aether sehr wenig, in kaltem 
Wasser fast gar nicht lüslich. Das daraus dargestellte Nitril 
CsH5C(CHsh CN siedet bei 2320, 4 — 0.966, nn — 1.350665 bei 21°, 


Berechnet Gefunden 
M 4475 44.64 

Man entzieht dem Amid, um es in Nitril zu verwandeln, besser 
mit Hülfe von Phosphorpentachlorid als mit Phosphorsäureanhydrid 
Wasser. In letzterem Fall findet nämlich, wohl in Folge der hô- 
heren bei der Destillation zur Anwendung kommenden Temperatur 
eine Nebenreaction statt, welche zur Bildung eines Kohlenwas- 
serstoffs führt, der bei 55—b56° schmilzt und bei 15" bei 138 
—140° siedet. Der noch nicht eingehender studirte Kohlenwasser- 
stoff ist wahrscheïnlich Tetramethyldiphenylaethan, 


Ce Hs C 
CHs Noc_c£ 6 
CHARME CE 
dessen Bildung aus dem Nitril durch CN-Abspaltung leicht ver- 
ständlich wäre. 

Die Isolierung des dem Nitril beigemengten Kohlenwasser- 
stoffs, der durch bloBe Destillation davon nicht zu trennen ist, 
gelingt am besten. wenn man das Nitril in alkoholischer Lüsung 
mit Natrium reducirt, die entstandene Base an Säure bindet und 
dann den Kohlenwasserstoff mit Wasserdampf abtreibt und aus 
dem Destillat extrahirt. 

Das bei der Reduction des Nitrils entstehende Phenyldi- 
methylaethylamin, C6HsC(CHs)2 CH? NH2 ist ein farbloses 
Oel. Das in Wasser sehr lüsliche Chlorhydrat der Base kann aus 
der gut getrockneten aetherischen Lüsung durch Salzsäuregas ge- 
fällt werden. Beim Erwärmen einer wässrigen Lüsung des Chlor- 
hydrats mit Kaliumcyanat erhält man das Carbamid 


Ce H5 C (CHs)2 CHe NHCONE, 


welches aus siedendem Alkohol in durchsichtigen, bei 140—141° 
schmelzenden Tafeln krystallisirt erhalten werden kann. 

Herr stud. Quantz hat auf ganz analogem Wege die T o- 
lylisobuttersäure C6H1(CH3). C(CH3)2 CO: H gewonnen. Diese 
Säure krystallisirt wegen ihrer groBen Lôüslichkeïit in den üblichen 
organischen Solventien schwieriger als die niedere Homologe. Sie 


schmilzt bei 72° und siedet bei 12m" zwischen 172—180!, 
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Das Amid C5H4(CH3). C(CH3)2CO NHz schmilzt bei 123—124° 
und siedet bei 84"" zwischen 240-—2470. 

Das daraus gewonnene Nitril, CçH4(CH3). C(CH3h2 CN siedet 
bei 247—248°; d = 0.955, ny — 15057 bei 20° [M — 49.44 be- 
rechnet 49.37]. Unter dem Einfluf von Phosphorsäureanhydrid 
wird das Amid auch zum Theil unter Bildung eines Kohlenwas- 
serstoffs zersetzt. Derselbe siedet bei 169—173° und ist seinen 
Eigenschaften und der Analyse gemäf nichts anderes als p. Iso- 


butyltoluol Ces H4 CCE. 


3. Umwandlung Pentacyclischer in Stickstoffhaltige Hexa- 
cyclische Verbindungen. 


Die folgenden Versuche sind gemeinsam mit Stud. W. Rath 
ausgeführt worden. 

Wenn man Methyladipinsäure in B-Methylpentanon überführt 
und dieses mit Hydroxylamin behandelt, so erhält man ein Oxim, 
das in zwei Modificationen auftritt, die aber sehr schwer zu tren- 
nen sind. Die eine Modification geht bei 12"" bei 102° über und 
schmilzt nach dem Umkrystallisiren aus Ligroin bei 87°, die an- 
dere geht unter demselben Druck schon etwas niedriger über (bei 
992) und schmilzt auch etwas niedriger (bei 84°). 

Destillirt man das Oxim über Phosphorpentoxyd, so wird unter 
Wasserabspaltung ein Nitril C5 H5CN gebildet. Diese Nitril- 
bildung erfolgt unzweiïfelhaft unter Ringsprengung und dem Nitril 
wird etwa eine der Formeln 


CH: : C(CH:). CH2 CH2 CN oder CH: CH : C (CH3) CH2 CN 


zukommen. Versuche für die Constitutionshestimmung stehen noch 
aus. 

Wenn man den Rückstand des Gefäfes aus dem man das bei 
der Reaction zwischen Oxim und Phosphorpentoxyd entstandene 
Nitril abdestillirt hat, mit Wasser aufnimmt und die sauere Flüs- 
sigkeit alkalisch macht, so bemerkt man das Auftreten einer stark 
nach Pyridin riechenden Base. 

Diese Base wurde in geeigneter Weise isolirt, getrocknet und 
dann der Destillation unterworfen. Der Siedepunkt lag anfangs 
zwischen 135—151°. Als Hauptproduct wurde bei weiterer Reini- 
gung eine bei 144—147° siedende Flüssigkeit erhalten, deren Ana- 
lyse Zahlen gab, welche gut auf die für Picolin Cs H4(CHs) N 
bercchneten stimmten. Auch die eingehendere Untersuchung der 
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Base lieB gar keinen Zweïifel darüber, daB bei der Reaction ein 
Methylpyridin und zwar B-Picolin entstanden war. Eine Gegen- 
überstellung der beobachteten und in der Litteratur verzeichneten 
Angaben der Eigenschaften der Base und einiger ihrer Derivate 
macht das deutlich. 


Beobachtet Angegeben für B-Picolin 
Siedepunkt 144—147° schwankend zwischen 
140—149° 
Platinsalz Schmelzp. 193° 191° und 195° 
Goldsalz ; 181—183° 182—184° 
Picrat, Prismen : 149—150°,5 149—150. 


Wenn danach die Identität des isolirten Products mit B-Picolin 
ganz zweifellos erscheint, so lie sich doch ebenso sicher fest- 
stellen, daf neben B-Picolin noch eine andere Base entstanden war. . 
Durch fractionirte Krystallisation des Picrats waren nämlich zwei 
verschiedene Salze nachweisbar. 1) Ein schwerer lôsliches, in rei- 
nem Zustande in durchsichtigen Prismen krystallisirendes: eben 
das bei 149—150° schmelzende B-Picolin-Picrat und 2) ein leichter 
lôsliches, in büschelfôrmig angeordneten feinen Nädelchen krystal- 
lisirendes Salz, das bei 165—166° schmolz. 

Es ist wahrscheinlich, daf diese Verbindung ein Salz des y- 
Picolins ist, für dessen Picrat sich der Schmelzpunkt 167° und 
156—157° angegeben findet. Doch ist das vorläufig nur mit Vor- 
sicht anzunehmen, da es bis jetzt nicht gelungen ist das hôher 
schmelzende Salz von vüllig einheitlichem Aussehen zu erhalten 
und es aus theoretischen Gründen sehr nahe liegt auch ein Hydro- 
picolin in dem Reactionsgemisch zu vermuthen. Denn durch Was- 
serentziehung aus dem Methylpentanonoxim C5 H7(CH3) NOH — 
C6 Hu NO sollte zunächst ein Bihydropicolin C6 Ho N sich bilden, 
welches dann durch Wasserstoffabspaltung in Picolin C6H3N über- 
gehen kann. Da andererseits dié Müglichkeïit vorliegt, daB sich 
aus B-Methylpentanonoxim gleichzeitig 8- und y-Picolin bildet, sieht 
man sofort ein, wenn man die gewiB zulässige Annahme macht, 
daf der Wasserabspaltung aus dem Oxim in allen Fällen eine 
Beckmann’sche Umlagerung vorausgeht, die nach zwei Richtungen 
verlaufen kann, nämlich 


Q « 
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er 
CH 
ëx 
CH: CH 
CH:—C:NOH 
A axe 
ti CH 
CH Gæ 
CH: fe CH CH 
be Les 
Ne SA 
CO NH 
I IL. 


Aus I würde man dann die Bildung von B-Picolin, aus IT die 
Bildung von y-Picolin zu erwarten haben. 

Der ganze Vorgang besitzt um so mehr Interesse, als bereits 
nachgewiesen werden konnte, daB auch aus anderen cyclischen 
Oximen sich in ganz entsprechender Weïise cyclische Basen mit 
Stickstoff-Stellung im Ringe herstellen lassen. Es gilt das z. B. 
von Methylhexanonoxim, dessen Umwandlungsproducte augenblick- 
lich noch untersucht werden. 

DaB man vom Pentanon ausgehend auf diesem Wege zum Py- 
ridin synthetisch gelangen kann, ist selbstverständlich. Da man 
das Cyclopentanon aus der Adipinsäure und diese (durch die B-Jod- 
propinsäure hindurch) aus dem Methan aufbauen kann, so liegt 
gleichzeitig eine neue Synthese der Pyridinbasen aus den Ele- 
menten vor. 


4, Ueber gemischte Diazoamidoverbindungen. 


Herr A. Tewes hat einige Verbindungen dieses Typus auf 
meine Veranlassung neu dargestellt und auf ihr Verhalten unter- 
sucht. 

Die Paarungsproducte der diazotirten Amidobenzoesäuren 
mit liperidin haben folgende Eigenschaften: 

9 # 


TT D 
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Das Ammoniaksalz dieser Säure ist in Aether unlôslich, das 
Silbersalz krystallisirt aus Alkohol in farblosen Nadeln. 


Ce Hi SES Cs Hio & bei 123° schmelzende Krystalle. 


C; H, COOH G@) bei 158° unter Zersetzung schmelzende 
SAN:N.NC5s Ho) Prismen. 


Aus diazotirtem p. Amidophenol und aus p. Anisidin 
wurden durch Umsetzung mit Piperidin folgende Verbindungen 
gewonnen : 


OH (1) 
Ce H N: N ; N Cs Ha (a) Schmelzp. 87—881. 


(:) groBe, gelbe bei 33—34° schmelzende Kry- 


c x, 0CBs 
S4N:N.NCs H10(4) stalle von Benzaldehydartigem Geruch. 


Die Umsetzungsfähigkeit dieser Verbindungen ist ganz analog 
der des von mir früher untersuchten Benzoldiazopiperidids. Das 
Verhalten des letzteren gegen freies Brom war noch nicht ge- 
prüft worden. 

Läft man 1 Mol. Brom auf eine Lüsung von Benzoldiazopipe- 
ridid in Schwefelkohlenstoff einwirken, so fällt das Bromwasser- 
stoffsaure Salz des Piperidids 


CH N:N.NC;s H1o.HBr 


aus. Diese Verbindung zeigt beiläufig beim Erwärmen mit ver- 
dünnter Schwefelsäure ein eigenthümliches Verhalten. Es ent- 
steht dabei nämlich als Zersetzungsproduct (neben Phenol) in reich- 
licher Menge Tribromphenol (Schmelzp. 92°). 

Beim Bromiren des Ausgangsmaterials bleibt im Schwefel- 
kohlenstoff gelôst das Bromid 


Br (1) 
CN: NN. Cs Ho (s) 


welches aus Aether oder Alkohol umkrystallisirt in Form gelber, 
bei 55° schmelzender Blättchen erhalten wird. Beim Erwärmen 
mit concentrirter Bromwasserstoffsäure zerfällt das Bromid unter 
Bildung von p. Bibrombenzol (Schmelzp. 89°). Damit war der 
Beweis geliefert, daB beim Bromiren des Ausgangskôürpers das 
Brom in Parastellung zum Stickstoffhaltigen Radical getreten war. 
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Es war von gewissem Interesse zu verfolgen, wie die Reaction 
verläuft, wenn die Parastellung durch andere Gruppen besetzt ist. 
Es wurde daher p. Toluoldiazopiperidid bromirt. Es ent- 
stand dabei das Product 
CH: (1) 
Ce Hs Br (3) 
N:N.NCs Ho (4) 


welches aus Alkohol in gelben, würfelf‘rmigen Krystallen vom 
Schmelzp. 52—53° herauskommt. Die Anordnung der Substituenden 
wurde dadurch ermittelt, daB das Bromid durch Kochen mit conc. 
Bromwasserstoffsäure zerlegt und das dabei entstehende flüssige 
Bibromtoluol oxydirt wurde. Es entstand die Bibrombenzoe- 
säure C6 Hs COOH(:) Br(3) Br(a) vom Schmelzpunkt 230°. Beim Bro- 
miren von Ortho-Toluoldiazopiperidid entstand eine Oel- 
fôrmige Verbindung : 


CH: (1) 
CeHN:N.NCs Ho (2) 
Br (3) 


GrôBeres Interesse beanspruchte das Verhalten der früher 
von mir schon dargestellten Sulfosäure des Diazobenzolpiperidids 
gegen Brom. 


Wenn man das Natriumsalz dieser Verbindung, (1 Th.) 


N3 Cs Ho (1) 
Ce Ha SO3 Na (1 


in wässriger Lôsung und unter guter Kühlung langsam mit Brom 
versetzt (6 Theile), so entsteht nach kurzer Zeit ein schwefelgelber 
Niederschlag. Dieser muB sehr schnell abfltrirt und im Exsiccator 
auf Thon getrocknet werden, da es sich feucht sehr schnell zer- 
setzt. Zur Reinigung kann man die Verbindung in Aceton lôsen 
und mit wasserfreiem Aether ausfällen. Man erhält sie dann in 
hellgelben, beim Erhitzen verpuffenden Kryställchen. Diese Sub- 
stanz hat sich als das schon von Griess erhaltene Perbromid 


N.Br.NBr2(1) 
Ce Hs Br (2) 
Br (4) 


herausgestellt. Entsprechend dem Befunde von Griess wurde aus 
der Verbindung beim Kochen mit Alkohol das bei 43—44° schmel- 
zende Tribrombenzol (1:2:4) erhalten, durch Behandeln mit Am- 
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moniak aber das mit Wasserdämpfen flüchtige bei 62° schmelzende, 
beim Erhitzen explodirende Dibromdiazobenzolimid 


N3 (1) 
C6 H3 Br(2) 
Br (4). 


Aus diesem Dibromdiazobenzolimid konnte durch Kochen mit 
conc. Bromwasserstoffsäure das bei 119° schmelzende Tribrom- 
anilin C6 He NH: (1) Br(2) Br(4) Br(6) leicht gewonnen werden. 

Für den geschilderten eigenthümlichen Reactionsverlauf, wel- 
cher von der Sulfosäure des Diazobenzolpiperidids zum Dibrom- 
diazobenzolperbromid führt, kann man folgende Phasen annehmen: 


N3 C5 Ho (1) 
Ns C5 Hic(1) 
1) CsH + Bre — C6 Hs Br (2) + Na Br. 
SOs Na (4) SO: H (a) 
Ns C5 Hio 
2) CsHsBr  +He0 — C5 Hi Ne C5 Hi0() + SO Hs 
SOs ee) 
N3 C5 Ho (L) 
3) CeHa 2 Cs Ho (1) + Bre = CH Br () + BrH 
É @) Br (a) 
N:N.N C5 Hi N:N.Br 
4) C6Hs Br + Br H + SO: H2 = CH: Br 
Br Br 
+ SO: H2. NH Cs Ho. ) 
N:N.Br N Br N Br: (1) 
b) CcHs Br + Brs — Ce Hs Br (2) 
Br Br (4). 


Bemerkenswerth ist, daf die Sulfogruppe schon in eiskalter 
wäBriger Lüsung hier so leicht durch Brom verdrängt wird. 

Der bis dahin auch noch nicht durchgeführte Uebergang vom 
Dibromdiazobenzolimid in Tribromanilin findet sein vollkommenes 
Analogon in der Ueberführbarkeit von Benzolazimid Ce Hs Ns in 
Monochloranilin durch concentrirte Salzsäure. 


Beweis zweier Sätze über die Bestimmung von 
Ovaloïden durch das Krümmungsma oder die 
mittlere Krümmung für jede Normalrichtung. 


Von 


H. Liebmann. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung am 13. Mai 1899. 


$ 1. Definitionen. 


1. Unter einem Ovaloïd verstehen wir eine geschlossene 
einfach zusammenhängende Fläche positiver Krümmung, und wir 
setzen überdies analytische Entwickelbarkeit voraus. 

In jedem Punkt soll sich nämlich, wenn man ein geeignetes 
Coordinatensystem wählt (das wir am passendsten als das natür- 
liche Coordinatensystem der Fläche in dem betreffenden Punkt 
bezeichnen), die Fläche durch eine analytische Gleichung der Form 


2 by? 
Le # rmes 


PA 


darstellen lassen, wo a und db beide positiv sind. 


2. Wir wollen im folgenden, wenn wir beweisen, daB zwei 
nicht congruente Ovaloïde nicht dieselbe Eigenschaft haben kônnen, 
von der zu widerlegenden Annahme ausgehen, daf es unendlich 
viele Ovaloïde giebt, welche die betreffende Eigenschaft haben 
und durch eine continuirliche Folge von Deformationen in ein- 
ander übergeführt werden künnen. 

Es sei z — z(x,y) das ursprünglich gegebene Ovaloïd; dann 
sollen sich andere Ovaloïde mit derselben (später zu definierenden 
Eigenschaft) daraus ableiten lassen und zwar müge dem Punkt 
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æye des ursprünglichen Ovaloïdes der Punkt 


== a + (6 (x, y) + CE (x, y) +: 
Y = Y+tn(, y) + ln (&, y) +. 
2, = 2+ 46 (x,y) +06, (x, y) +. 
des neuen Ovaloïdes entsprechen. 
Wir nehmen also an, daB die verschiedenen Ovaloïde, welche 
dieselbe Eigenschaft haben, sich in der Form 


MATE rs (æyt) 
Ya = fi (&yt) 
23 = f,(&yt) 


darstellen lassen, wo dem Fall, daB £ — O ist, das ursprünglich 
gegebene Ovaloïd entspricht. 

Wenn nun dies der Fall ist, wenn es also eine Schaar von co" 
Ovaloïden giebt, die alle dieselbe Eigenschaft haben, so muf 


dÉAT © of. oi: . à : 
. - ue s cé im allgemeinen von Null verschieden sein. 
of, 


Ist aber œŒ SW. Nall für jeden Wert von {, so kôünnen 


A 20 À 20 0 
(o]A 
ist für é — 0, indem wir statt x,y,2 nehmen x, (xyt,), . (zyt,), 
z,(œyt,), wo unter t, der betreffende Wert von { verstanden ist, 
und statt é jetzt é—4. 

Umgekehrt, wenn wir zeigen, daf, wenn ein Ovaloïd die 


h = 0 2e ee QE = 10156 


wir das immer darauf reducieren, dass 


(o]4 

unter der Annahme { — 0, so eu ts TB kann nicht 
eine continuierliche Reihe von Ovaloïden geben, die 
die betreffende Eigenschaft haben. 

Hieraus kann man dann folgern, daB es nur eine einzelne 
solche Ovaloïde giebt. 

Vüllige Eindeutigkeit der Bestimmung ist zwar damit noch 
nicht bewiesen, ebensowenig wie aus dem Jacobi’schen Satz, 
daB auf den Flächen negativer Krümmung eine geodätische Linie 
ihrem ganzen Verlauf nach kürzeste Linie ist, etwa folgt, daB es 
auf einer Fläche negativer Krümmung nun zwischen zwei Punkten 
auch nur eine geodätische Linie giebt, immerhin ist eine grofe 
Allgemeinheit erreicht. 

Wir setzen also 


x, = z+eb(x,y), y, = y +en(x, y), CE a + 66 (x, y) 
Kgl. Gos. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1809. Heft 2, 10 


Eigenschaft hat, für dieses Ovaloïd 
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und vernachlässigen hôhere Potenzen; wir stellen dann an das 
transformierte Ovaloïd die Anforderung, da es dieselbe (analy- 
tisch zu definierende) Eigenschaft wie das gegebene hat. Fübrt 
dann die Annahme, da Ené alle drei von Null verschieden und 
keine Constanten sind, auf einen Widerspruch, so ist in dem eben 
entwickelten (beschränkten) Sinn die Einzigkeit der Lüsung der 
betreffenden Aufgabe erwiesen. 


8. In diesem Sinne nun stellen wir folgende Sätze auf: 

a) Ein Ovaloïd ist vollkommen bestimmt, wenn 
das Krümmungsmaf als Function der Normalrich- 
t ben ist 1 A an b 

ung gegeben ist, wenn also Grp eine gegebene 
(analytische) Function von p und gist. 


Unter p und qg sind hier natürlich die Differentialquotienten 


_. und _ verstanden, ebenso unter r, s und { die zweiten Diffe- 
rentialquotienten 
DA LE NN Ter pe 
RC DT ne 


Ebenso gilt der Satz: 


b) Ein Ovaloïd ist vollkommen bestimmt, wenn 


: : : r(+g)—-2pqs+t(l+n) . 
die mittlere Krümmung APE eine 
gegebene Function von p und q ist. 


Den Beweis werden wir führen, indem wir zeigen, daB di 
Annahme zweier verschiedener Ovaloïde 


%, = L+Eb(x, y), 
Y, = y +en(x, y), 
&, = 2+e6(x, y) 


auf einen Widerspruch fübrt. 


Es müfte nämlich, wie wir sehen werden, die Fläche, die 
man erhält, wenn man Ëmé als Coordinaten eines Punktes deutet, 
in beiden Fällen negative Krümmung haben, und sie wird, wie 
wir schen werden, auch in den singulären Punkten den Character 
der negativen Krümmung nicht verlieren, d. h. auch die singulären 
Punkte werden die Eigenschaft haben, da jede durch sie hin- 
durchgehende Ebene die Fläche in zwei Teile schneidet. Diese 
»Unbegrenztheit“ der Fläche Eng steht aber mit der Endlichkeit 
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derselben im Widerspruch!}, woraus folgt, daB Ené alle drei Null 
sein müssen, oder das Ovaloïd xyz die einzige Lüsung ist. 


$2 Umrechnung der Differentialquotienten nach 
æ, und y, in solche nach x und y. 


1. Da wir im folgenden die Differentialquotienten nach x, 
und y, von 4, brauchen, diese drei GrôBen aber als analytische 
Functionen von æ und y gegeben sind, so müssen wir eine Um- 
rechnung der Differentialquotienten vornehmen. 


Zunächst ist, wie aus den Formeln 


SL 9 2, of à, 
ox Ôx, Ôx  Oy, Ôx 
und 


@ _ of a, P ou 
Ôy Ox, y  Ôy, Ôy 


leicht zu berechnen, 


0x ox 


dæ, — le, EVA CE — €6, 
Ce ae Li PIRE ES 
SEE Mme 
Hieraus folgt 
DE DO ler 2) un 04e de : 
ne nou un tt 
und 
Ôz 


Ôz (2 
= 35 (— eë,) + ie = en) —- eb,. 


Nun sollen in den sich entsprechenden Punkten der beiden Ovaloïde 
die Normalrichtungen gleich sein, d. h. es soll 


05 —0s, 10k7"mE0z 


m4 à 1 : 
ou 7 sein, oder 
(072 ÔZ 
ES Loges — Orund 


Oz (072 
$ 95 toy © = (0. 


1) Vergl. 8 2 und 8 4 meiner Arbeit ,Eine neue Eigenschaft der Kugel“ 
(p. 44 ff. dieses Bandes). 


10 
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2. Unter dieser Annahme ist dann weiter 


Ô’z, 
dm — % PEN “a ee 
02, 
y — ar. (ia ji 71 Era nn 
0’z, 
LE ee et à + + "og". (A em). 


$ 3 Der Satz a. 


Das Ovaloïd ist bestimmt, wenn das Krümmungsmaf eine 
gegebene Function von p und q ist. Dies wollen wir jetzt zeigen. 
1. Wir setzen 
E — Em pm... 
n = 1 +90 +... 
É = ge LED Le... 
wo £® eine homogene Funktion m-ter Ordnung von x und y ist. 
AuBerdem legen wir in dem betrachteten Punkt das natür- 
liche Coordinatensystem!) zu Grund. 
Die Forderungen p = p,, q — q, ergeben dann die Glei- 
chungen 
ES a + no by — Ent = 0 
E ax + np y — ET = 0. 
Wenn man nun die erste Gleichung nach y, die zweite nach x 
difterenziert und von der ersten subtrahiert, so kommt 


A) aë —bne = 0. 
Dress Mo, ris 
dar Edo) or 
ist, oder daB rl, —s = rt—s" ist (p — p,, g — Qq, ist schon 
erfüllt). 

Entwickelt man nun den Ausdruck 


rit —s — É (1— 66) — ès en.| 
[+ ee te en,)| 


0'z 
Ge) em l 


Nun verlangen wir noch, daf 


- De 


1) Vergl. $ 3 der oben citierten Arbeit. 
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vernachlässigt hôühere Potenzen von s und berücksichtigt aufBerdem 
bei dem Coefficienten der ersten Potenz von s nur die Glieder 
niedrigster Ordnung, so bleibt 


B) ris = a+ (Ep) +... 
Soll nun die Krümmung invariant sein, so mu 
B) E® + m9 = 0 
sein. 

Aus A) und B) zusammen folgt noch 
C) aE + DE® — 0 
D) an +bne = 0. 


De nun eine homogene Form, welche die Differentialgleichung 
af, +01, = 0 


erfüllt, immer indefinit ist, so folgt hieraus: 
£ und 7 sind immer indefinit. (Bei ungeradem "” sind sie 
selbstverständlich indefinit). 


2. Untersuchen wir nun die Form €"? mit der die Potenz- 
entwickelung von £ beginnt. 


Ist m — 1, so haben wir, wenn 


Em — ax + By 
n = 2 + dy 
ist, wegen der Gleichung 
A) aBÿ—by = 0 
und B) a+0 = 0, 
also 
E0 = ox + By 
(De aB + 
1 er 


Hieraus folgt 
= Evar + nby = aux + ahy 
9 = EPar+ nf by — Bax— «by 
9 = Ha + Ye) = &a(ax'—by") +abzy 
€” ist also indefinit. 
Wenn dagegen m — 2, beginnt £ mit Gliedern dritter Ord- 
nung, die natürlich indefinit sind. 
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Wir wollen jetzt weiter zeigen, daB auch im Fall » 2 die 
Glieder niedrigster Ordnung von £, gegeben durch £”*”, immer 
indefinit sind. 

Dies ist einfach zu zeigen: Aus 

get = ES où + nf by 
und 
can À E® ax + n° dy 


folgt durch Differentiation 


En = Elax+E a+ me by 
bez. 
ee = Eee ax + 1,” b + 1 by. 


Wenn man die erste Zeile mit b, die zweite mit « multipliciert 
und beide zu einander addiert, so erhält man wegen der Relationen 
C) und D). 

DE" + age = ab (E® + nf) 


oder, wenn man die Operation 


0d’f Of : 
b EP + a dÿ mit 4,,f bezeichnet 


2 NT pe == ab (ET + ne). 
Da nun weiter 


ARE + his ee 0 ist, 
und ebenso 
4,1 y 0, 
so folgt 


D, A6 = 0. 


Nun kann man aber leicht zeigen, daB eine Form indefinit ist 
nicht nur wenn 4,,f — 0, sondern auch wenn 4,,4,,f == 0 ist’). 
Also sehen wir £"”*” ist immer indefinit. 


3. Wenn wir uns jetzt die Hülfsfläche £n£ construieren, und 
durch einen Punkt der Fläche eine Ebene legen (wir kônnen immer 
annehmen, dieser Punkt sei der Nullpunkt), so sehen wir, daf 
diese Ebene die Fläche schneidet. 

Es sei nämlich af + 8n+y£ — 0 die Ebene, so folgt daraus, 
daf die Glieder niedrigster Ordnung der Reihenentwickelung, die 
man erhält, wenn man für £ 7 € die Reihenentwickelungen £né ein- 


1) Dieser Nachweis wird an anderer Stelle publiciert werden. 
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setzt, immer eine indefinite Form geben weiter, daf jede Ebene 
die Fläche schneidet, wenn sie einen Punkt mit ihr gemein hat !). 

Die Fläche ist also unbegrenzt, während sie andererseits doch 
ganz im Endlichen bleibt, weïl En£ analytische Functionen sind 
und überall endlich. 

4 Hierin liegt ein Widerspruch, und somit ist in dem Sinne, 
wie er in $S1, Nr.2 genau angegeben ist, der Satz bewiesen: 

Ein Ovaloïd ist vollkommen bestimmt, wenn das 
zu jeder Normalrichtung gehôrige Krümmungsmaf 
gegeben ist. 


$S 4 Der Satz b. 


1. Ganz analog wird der Beweis des Satzes b zu führen sein. 

Es treten hier nur zu der Gleichung À andere Gleichungen 
B'C'D'E' hinzu, die aus der Forderung abzuleiten sind, daB die 
mittlere Krümmung invariant ist. 

Diese Forderung drückt sich so aus: 
Es soll 


"; (el FF qi) à. 2P:QS, sF (A (1 + pi) 
= r (+o)—2pgs + (1+»° 
sein. Den Nenner des Ausdrucks, welcher die mittlere Krümmung 


angiebt, haben wir auf beiden Seiten fortgelassen, da er schon 
beiderseits derselbe ist. 


2. Wenn wir jetzt für r,s,t, ihre Werte einsetzen, so be- 
kommen wir als Glieder niedrigster Ordnung, die auferdem den 
Faktor & haben, nur 


8 (GE — bn) 


Soll die mittlere Krümmung invariant sein, dann muf also 


B") aë" + bn” —= 0 sein. 
Dies giebt zusammen mit der Gleichung 
A) dE — bn” — 0 
die folgenden beiden Gleichungen 

C) EE = 0 
D’ 12 +de = 0 


Hieraus folgt wieder, da8 £"” und r°” indefinit sind. 


1) Vgl. $ 4 der citierten Arbeit. 


il 
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Genau s0, wie im vorigen Paragraphen, kann man auch wieder 
zeigen, daB £"*” indefinit ist. 
Aus den Gleichungen B' und A folgt nämlich für m = 1, 
daf wenn 
E° = ax + y ist, 


prob sion 
n = + D æ ns y ist. 
Demnach wird 
C9: = cas + À dy 
& —= fax —auy, 
also 
22,9 
Vaste hr 


€? ist also indefinit. 
Wenn m2 ist, wird man auf die Gleichung geführt 


AA? — 0 
aus der wieder folgt, daB &”*° auf jeden Fall indefinit ist. — 


3. Im übrigen ist das SchluBverfahren genau wie 
im vorigen Paragraphen, und es ist also hiermit auch 
der Satz b bewiesen. 

Es ist vielleicht nicht überflüssig zu bemerken, daf der ganze 
Beweis die Existenz eines den vorgeschriebenen Bedingungen ge- 
nügenden Ovaloïdes voraussetzt. Es kommt bei dem Beweis eben 
nicht darauf an, diese Existenz zu beweisen, sondern vielmehr, 
zu zeigen, daf, wenn es ein den Bedingungen genügendes Ovaloïd 
giebt, dieses das einzige ist. 


Leipzig, im April 1899. 


Arbeiten aus dem pathologischen Institut 
in Gôttingen 


Sechster Bericht 
Von 
J. Orth. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24. Juni 1899. 


1. Schon in meinem 4. Bericht vom 29. Mai 1897 habe ich 
der Arbeïiten von Grawitz gedacht, in welchen sich derselbe be- 
strebt. den Nachweis zu erbringen, daB die Ueberlebensfähigkeit 
der Gewebe auch der hüheren Thiere und des Menschen viel 
grüBer ist, als man seither angenommen hat, und dafi eingelne 
Gewebe, z. B. Hornhaut, selbst viele Tage nach dem Tode ihres 
Trägers noch so lebendig d. h. erholungsfähig sein kônnten, daf 
ihre Zellen unter geeigneten Bedingungen sich sogar lebhaft ver- 
mebrten d.h. mehr leisteten als unter gewühnlichen Verhältnissen 
im lebenden Kôürper. Grawitz hat in einer dankenswerthen Zu- 
sammenstellung der in der Litteratur vorhandenen auf die Lebens- 
fähigkeit belebter Materie bezüglichen Angaben auch auf die 
Spallanzanischen Animalcula resuscitantia hingewiesen, welche, 
auch wenn sie längere Zeit hindurch vüllig eingetrocknet waren, 
durch Anfeuchtung wieder zum Leben d.h. zur Leistung von 
LebensäuBerungen gebracht werden kôünnen. Wenngleich Grawitz 
sicherlich selbst nicht daran denkt, aus dem Verhalten dieser 
niedersten Thiere Schlüsse auf die Zellen hüherer Thiere zu 
ziechen, wissen wir doch z. B. schon sehr lange, welcher Unter- 
schied in der Regenerationsfähigkeit selbst in der Wirbelthier- 
klasse zwischen hüheren und niederen Gruppen besteht, so er- 
scheint es mir doch von allgemein biologischem Standpunkte aus 
wichtig und angebracht zu sein, auf den von Davaine scharf be- 
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tonten Umstand die Aufmerksamkeit zu lenken, daf die Wieder- 
auflebensfähigkeit keineswegs allen Arten der Gruppen der Ani- 
malcula resuscitantia zukommt. Davaine faft in den Comptes 
rendus de l’acad. des sciences, 6. Juni 1859 das Resultat seiner 
Untersuchungen bei Rotiferen, Tardigraden, Nematoïden, Infu- 
sorien und einer Anzahl pflanzlicher Organismen dahin zusammen, 
daB die Thiere und Pflanzen, welche zu den untersuchten Familien 
gehôüren, in 2 Gruppen getheilt werden müssen: die Arten, welche 
dauernd im Wasser leben, besitzen die Eigenschaft wiederaufzu- 
leben nicht, selbst wenn sie nur für kurze Zeit ausgetrocknet 
wurden, dagegen besitzen diejenigen Arten, welche in Substanzen 
leben, die abwechselnd trocken und feucht sind, diese Eigenschaft, 
selbst wenn die Austrocknung auf eine verhältnifmäfig sehr lange 
Zeit ausgedehnt wurde. 

Daraus folgt, daf es sich bei dieser Lebenszähigkeit keines- 
wegs um eine allgemeine Eiïgenschaft der Gewebe dieser Lebe- 
wesen handelt, sondern um eine vermuthlich erworbene Anpassung 
an ganz besondere Lebensbedingungen einzelner Arten, also um 
einen Ausnahmefall, der nicht geeignet ist, für ein allgemeines 
Lebensgesetz als Beispiel zu dienen. 

Betrachtet man nun die von Grawitz und seinem Schüler 
Busse beigebrachten Beweise von der Ueberlebensfähigkeit zelliger 
Elemente der hüheren Thiere und des Menschen, so mu es sofort 
auffllen, da es sich, von der streitigen Hornhaut abgesehen, 
ausschlieBlich um functionelle Leistungen der Kôrpertheile (Be- 
wegung von Flimmerhaaren an Epithelzellen, amôboide Zellen- 
bewegung, Contraction von Muskeln etc.) handelt, daf aber kein 
einziges Beispiel von formativer Leistung — immer von den Horn- 
hautexperimenten abgesehen — beigebracht werden konnte, wäh- 
rend doch der ganze Zweck der Mittheilungen darauf hinausläuft, 
die Fähigkeit von im vulgären Sinne todten Geweben zu forma- 
tiver Leistung, zu Zellwucherung und sogar weit über das normale 
Ma hinausgehender Zellwucherung plausibel zu machen. Es ist 
klar, daf zu einer solchen Leïistung eine ganz andere Assimilations- 
fühigkeit nothwendig ist, als zur Leistung einer blo8 functionellen 
Thätigkeit: daB wochenlang nach der Exstirpation an Flimmer- 
cpithelkystomen des Ovariums noch Flimmerbewegung bemerkbar 
ist, daB todtenstarre Muskeln unter Umständen wieder zu einer 
Contraction veranlaft werden kônnen, und ähnliche Beobachtungen 
kônnen nichts wesentliches beitragen zur Stütze der Behauptung, 
daB eine verschimmelte Hasenhornhaut 12 Tage nach dem Tode 
des Hasen — nicht etwa in einem lebenden Hasen — sondern in 


Arbeïiten aus dem pathologischen Institut in Gôttingen. 14 


dem Lymphsack eines Frosches wieder so lebendig geworden sei, 
da ïhre Zellen sich durch regelrechte Theïlung vermehrt hätten. 
Nur Beobachtungen über formative Vorgänge an den Gewebszellen 
künnen für diese Frage von Bedeutung sein. 

Da scheint mir denn vor allem die Frage einer endgültigen 
Entscheidung zu bedürfen, wie verhalten sich die in formativer 
Thätigkeit begriffenen Zellen bei dem Tode ihres Trägers bezw. 
bei der Entfernung des betreffenden Gewebes vom lebenden Kürper. 
Die ursprünglich auch von Flemming geäuferte Meinung, da die 
beim Tode vorhandenen Kerntheïlungsvorgänge noch abliefen, ist 
durch spätere Untersuchungen (von Schenk, Ribbert, Hammer, 
Penzo u. a.) als unrichtig nachgewiesen worden und O. Israël hat 
schon ganz richtig bemerkt, da8 der Befund oder Nichtbefund von 
Mitosen nach dem Tode zu einem wesentlichen Theile von dem 
angewandten Conservirungsmittel abhängig ist. Seitdem in meinem 
Institute von der Formolhärtung ein ausgiebiger Gebrauch ge- 
macht wird, ist es mir aufgefallen — und ich habe davon auch 
gelegentlich in einer Verôffentlichung (Berl. klin. Woch. 1896) 
Mittheilung gemacht — wie häufig wir Mitosen nicht nur an 
frischen, sondern an viele Tage alten Präparaten, insbesondere 
an Geschwülsten, zu sehen bekommen. Das schien mir zu be- 
weisen, dafi die beim Tode oder bei der Abtragung in den Ge- 
schwulstzellen vorhandenen Kerntheïlungsvorgänge jäh unter- 
brochen werden, da also die Zellen, was ïhre formativen Lei- 
stungen angeht, sehr empfindlich, sehr lebensschwach (s. v. v.) sind, 
womit nicht recht in Einklang zu bringen ist, was Grawitz von 
_ der Erholungsfühigkeit absterbender Gewebe behauptet hat. Da 
m. E. die Frage nach dem Verhalten der mitotischen 
Vorgänge beim und nach dem Tode oder nach der Ent- 
fernung der Theile aus dem lebenden Kürper beson- 
ders in Rücksicht auf die Geschwülste noch nicht genügend 
systematisch untersucht war, so habe ich den Volontär-Assistenten 
am Institut Herrn Dr. Wolff veranlalit, eine derartige Unter- 
suchung vorzunehmen, über welche derselbe demnächst unter Vor- 
führung von Abbildungen im Archiv für klinische Chirurgic be- 
richten wird. 

Dr. Wolff hat circa 60 Präparate untersucht, zum guten Theil 
ausgeschnittene Geschwiüilste, welche er theilweise sofort nach der 
Operation in Arbeit nechmen konnte. Er hat sobald wie müglich, 
dann in regelmässigen Zeitabschnitten, nach Tagen und Wochen 
(längste Zeit 6 Wochen) immer wicder Stücke derselben Präparate 
untersucht, welche theils im Eisschrank, theils bei Zimmertempe- 


i* 
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ratur, theils auch in feuchter Kammer im Brutofen aufbewabrt 
wurden. Bei der letzten Aufbewahrungsart war nach 24 Stunden 
eine befriedigende Färbbarkeit der Präparate nicht mehr vor- 
handen, aber bis dahin konnte auch bhierbei festgestellt werden, 
was aus der Untersuchung der anders aufbewahrten Stücke regel- 
mäBig hervorging, daB die in menschlichen Geweben, seien es 
pathologische oder normale Theile, vorhandenen Mitosen nach 
dem Tode oder der Exstirpation so lange — und unter günstigen 
Bedingungen noch länger nachweisbar sind, als es überhaupt müg- 
lich ist, die feinere Structur der übrigen Gewebstheile zu er- 
kennen. Die Zahl und Art der Mitosen im nach verschieden 
langer Zeit fixirten Präparat sind vüllig die gleichen wie im 
lebenswarm fixirten. Das Aussehen der Mitosen ändert sich aller- 
dings mit der Zeit, sie verklumpen, werden undeutlicher, aber 
auch in dieser Beziehung besteht keine RegelmäBigkeit, denn W. 
konnte an einem 6 Wochen nach der Exstirpation fixirten Brust- 
drüsenkrebs noch die schônsten Mitosen, theilweise sogar mit 
achromatischer Figur nachweisen. Um ein unvollständiges Ab- 
laufen des Theilungsprozesses handelt es sich danach bei jenen 
Verklumpungen etc. nicht, sondern um cadaverôse Veränderungen, 
die je nach Umständen früher oder später sich einstellen. 

Wie sind nun diese Befunde zu erklären? Handelt es sich 
um eine Unterbrechung der Theilungsvorgänge oder treten auch 
nach dem Tode oder der Abtragung immer neue Theilungen auf? 
An das letzte wird im Ernste Niemand denken, wenn berück- 
sichtigt wird, daB nach Wochen noch dieselbe Menge und die- 
selben Formen der Mitosen nachweïisbar sind wie im Anfang, daf 
die Art der Aufbewahrung der frischen Präparate auf die Zahl 
der Mitosen keinen EinfluB hat, da die Mitosen noch färbbar 
sein kônnen, wenn bereits die ruhenden Kerne ihre Färbbarkeit 
verloren haben, wenn die feinere Structur der übrigen Gewebs- 
theile schon unerkennbar wird, ja wenn der Theil schon in 
FäulniB übergegangen ist. Das kann nur erklärt werder durch 
die Annahme, da8 die Kerntheïlungsvorgänge unterbrochen wurden 
und zwar ganz jäh, da sich in späteren Zeïiten nicht etwa nur 
die späteren Phasen, sondern auch die einfachen in genau dem- 
selben VerhältniB wie im frischen Präparat vorfanden. 

Um noch einen weïiteren Beweis beizubringen, hat Wolff 
frische Zellen mit Mitosen im hängenden Tropfen auf dem ge- 
heizten und ungeheizten Objekttisch bis 48 Stunden lang beob- 
achtet, aber niemals eine fortschreitende Veränderung an den Mi- 
tosen wahrnehmen künnen. 


1ns 
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Schon bei seinen Geschwülsten hatte W. gelegentlich noch 
bedeckende Haut untersuchen kôünnen und auch in ihr sowohl bei 
frisch wie nach längerer Aufbewahrung fixirten Präparaten Mi- 
tosen gefunden. Da das im Widerspruch stand mit den Angaben 
von Wentscher, dessen Transplantationsversuche mit bis 21 Tage 
aufbewahrten Hautläppchen den Grawitz’schen Angaben eine Stütze 
zu geben schienen, so untersuchte Wolff auch Thiersch’sche Haut- 
läppchen vom Oberschenkel eines Lebenden und fand sowohl an 
frischen wie an bis 26 Tage nach Wentschers Art aufbewahrten 
Stückchen Mitosen, fast in jedem Schnitt eine, manchmal Gruppen 
von 2 und 3. Nun mag ja die Zahl der Mitosen an bestimmten 
Stellen der Oberhaut individuell und nach den Verhältnissen 
gro$en Schwankungen unterliegen und es soll keineswegs be- 
hauptet werden, daB in anderen Fällen die gleichen Erfolge er- 
wartet werden müften, aber jedenfalls ist doch dadurch bewiesen, 
daf auch in der Haut Mitosen sich nach der Entfernung derselben 
vom Lebenden erhalten kônnen, sogar in Gruppen, so da man 
also, wenn man an einem transplantirten Stückchen Haut Mitosen 
findet, nicht unbedingt annehmen darf, daB diese Mitosen neu- 
entstandene sein müften. Damit soll nicht gesagt sein, daf die 
Wentscher’schen Beobachtungen ihre Beweiskraft ganz verloren 
hätten, aber gemindert ist dieselbe zweifellos und jedenfalls steht 
das eine fest, daB die formative Thätigkeit der Zellen, insbesondere 
auch der mit so ganz besonders groBer Wachsthums- und dem- 
nach Lebensenergie ausgestatteten Geschwulstzellen durch den 
Eïintritt des allgemeinen Todes oder durch die Entfernung aus 
dem lebenden Kôrper ganz plôtzlich unterbrochen wird und daf 
es deshalb im hôchsten Grade unwahrscheinlich ist, daB ganz all- 
gemein im Absterben begriffene oder gar dem wirklichen Tode 
nahe Zellen durch künstliche Mittel zu erneuter formativer Thä- 
tigkeit angeregt werden kônnten. Daran kann m. E. auch nichts 
geändert werden, wenn es in einzelnen Füällen unter bestimmten 
Verhältnissen sich anders verhält; diese muB man dann eben bis 
auf weiteres als Ausnahmefälle betrachten und aus besonderen 
Umständen zu erklären versuchen, wie für das Wiederaufleben 
der eingetrockneten Animalcula resuscitantia Davaine ganz be- 
sondere Lebensverhältnisse als mafigebend nachgewiesen hat. 

Mit dieser Annahme steht nicht in Widerspruch der einzige 
sichere Beweis für die formative Leistungsfähigkeit von Zellen 
noch mehrere Tage nach dem Tode ihres Trägers, welcher aus 
dem Grawitz'schen Institut von Dr. Grohé jüngst, nachdem das 
Vorstehende bereits niedergeschrieben war, in Virchow’s Archiv 
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verôffentlicht worden ist. Grohé hat Periost von Kaninchen, 
zwar nicht 12 oder noch mehr Tage, aber immerhin doch 100 
Stunden nach dem Tode des Thieres, nachdem es zwischen die 
Muskeln eines lebenden Kaninchens transplantirt worden war, 
noch Knochenbildung bewirken sehen, — aber die Experimente 
gaben bei Katzen und Meerschweinchen durchweg negative Resul- 
tate und gelangen bei Kaninchen mit Sicherheit nur unter ganz 
besonderen Verhältnissen, nämlich wenn das Periost auf Thiere 
von dem gleichen Wurf transplantirt worden war. — 


2. Zu der jetzt so viel besprochenen Frage nach der Be- 
theiligung von Resten des Wolff’schen Kôürpers an 
adenomatôsen Neubildungen hat Dr. Aschoff aus dem 
Beobachtungsmaterial des Institutes einen Beitrag geliefert. 

Bei einer 42jährigen Frau war eine gut mandelgrofe Ge- 
schwulst mit bis erbsengrofien Cysten entfernt worden, welche 
sich in der Furche neben der linken grofen Schamlippe unterhalb 
eines 10 Jahre lang wegen Schenkelbruchs getragenen Bruch- 
bandes entwickelt hatte. Die mikroskopische Untersuchung ergab 
von kleinen unbedeutenden Abweichungen abgesehen im wesent- 
lichen die Befunde, welche v. Recklinghausen für die von Resten 
des Wolff’schen Kôrpers seiner Meinung nach herrühenden Ade- 
nome des Uterus angegeben hat, nur fehlte gänzlich das Muskel- 
gewebe, es handelte sich also nicht wie gewüôhnlich um ein Ade- 
nomyom, sonderm um ein Adenofibrom, das aus Urnierenresten 
des Leistenbandes jenseits der Muskelausstrahlung des Lig. ro- 
tundum hervorgegangen sein muB, da weder die Bartholini’sche 
Drüse noch der Müller’sche oder Wolff’sche Gang für die Erklä- 
rung in Betracht kommen kôünnen. Dabei muf A. bleiben, obwohl 
er im Leistenband bei 4 männlichen und <bensovielen weiblichen 
Fôten keine Urnierenreste aufzufinden vermochte. 

Zwei andere mit dem Wolff’schen Kôürper in Verbindung zu 
bringende Geschwülste stammen aus dem breiten Mutterband. 
1. Ueber faustgrofie, theils feste theils cystische Geschwulst in 
dem rechten Lig. latum einer 62 jährigen Frau zwischen abdo- 
minalem Tubenabschnitt und Eierstock gelegen, ein Parovarium 
nicht nachweisbar; die Geschwulst erweist sich als eine Combi- 
nation ciner Cyste und eines Adenomyofibroms des Parovarium, 
ein Adenomyom des sexualen Abschnitts der Urniere. 2. Grofe 
theils solide theils cystische Geschwulst des linken breiten Mutter- 
bandes einer 48 jähr. Frau, welche am freien Rande des Bandes 
beginnend an der Stelle des Parovariums gelegen ist, aber bis 
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zur Uteruskante sich erstreckt und noch in die Uteruswand selbst 
eingelagert ist, also genau im Bereiche der ursprünglichen Anlage 
der Urnieren und des Urnierenganges gelegen ist. Nach dem 
mikroskopischen Befund ist dieselbe als ein Adenomyom anzu- 
sprechen, bei dem ein Hinausgewachsensein aus dem Uterus in 
das Band sehr unwahrscheinlich ist, vielmehr eine Entstehung 
im Ligament aus dem Wolff’schen Kürper, dem Geschlechts- wie 
dem secretorischen Theil angenommen werden muf. 

Nebenbei wird noch ein Befund an einer Tube erwähnt, den 
A. durch Verlagerung von Urnierenkanälchen in die Tubenwand 
erklärt. (Monatschr. f. Geb. u. Gyn. IX.) — 


3. In seinen Beiträgen zur Anatomie der Schwan- 
gerschaft bespricht Dr. Aschoff zunächst die Verhältnisse 
bei der Eileiterschwangerschaft. Ein Operationspräparat 
von solcher Schwangerschaft in der 2. bis 3. Woche, bei dem der 
Zusammenhang der Placenta mit der Tubenwand noch erhalten 
war, gab Veranlassung, auf Grund der neu gewonnenen Kennt- 
nisse über die normale Placentation die Vorgänge bei der extrau- 
terinen Placentabildung genauer zu prüfen. Auf Grund sorg- 
samer Untersuchung kommt A. zu folgenden Vorstellungen: Es 
fehlt jede Wucherung des mütterlichen Gewebes im Sinne der 
uterinen Deciduabildung, auch an der Placentarstelle; es ist aufs 
klarste aus einer Wucherung des Epithels der Zottenspitzen, und 
zwar sowohl der Langhans’schen Zellen wie des Syncytium, welches 
sich in Einzelzellen auflüsen und mit jenen untermischen kann, 
eine fôtale Saugplatte hervorgegangen, welche sich an das Tuben- 
gewebe angelegt und die dünne Schleimhaut, die ganze Muskel- 
schicht bis auf dünne Reste durchwachsen hat und bereits bis in 
die gefäBreiche Subserosa vorgedrungen ist. Ueberall wo die 
fôtalen Zellen auf Gefäfe treffen, wird die dem Tubenlumen zu- 
gewandte Seite zunächst zerstürt, soda die GefäBwand zur Hälfte 
von normalem Gewebe, zur Hälfte von den fôtalen Zellenmassen 
gebildet wird, die schlieflich auch in die Gefäflumina eindringen 
und die Gefäfe erüffnen. Eine deciduale Reflexa ist nicht vor- 
handen, überhaupt keine vollständige, sondern nur eine partielle 
Reflexa, welche durch je eine Falte von Schleimhaut (mit Musku- 
latur) gebildet wird, die etwas gedehnt ist und aufen mit gewühn- 
lichem Epithel, nach dem Ei zu mit dicken Lagen von fôtalen 
Zellen bekleidet ist, welche stellenweise die ganze Falte durch- 
setzen. Beim Tuben-Abort wird die Placenta zerrissen, fütales 
Gewebe bleibt wachsthumsfähig in der Tubenwand zurück und 
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gibt zu immer neuen Blutungen Veranlassung. An der Placentar- 
stelle ist die Tubénwand durch die weitgehende Zerstôrung seitens 
der fôtalen Zellen zur Ruptur vorbereitet. 

Weitere 3 Fälle von Eileiterschwangerschaft bestätigten diese 
SchluBfolgerungen und zeigten, da wirklich an der Placentar- 
stelle die Rupturen erfolgen, da aber die Rupturstellen durch 
Peritonealschwarten überdeckt sein künnen. Eine auffällige Hy- 
pertrophie der Tubenmuskulatur auferhalb der Placentarstelle 
fand A. in keinem seiner Präparate. Es fehlt also bei der Tubar- 
Gravidität jede spezifische Schwangerschaftsveränderung in der 
Tubenwand, das Ei zerstôrt rücksichtslos die ganze Tubenwand 
und bereitet sich so selbst den Tod. 

In einem zweiten Beitrag wird das Vorkommen von Drü- 
sen in der Muskulatur des schwangeren Uterus an 
einer Anzahl von Präparaten geprüft, besonders in Rücksicht auf 
die von Pels Leusden verfochtene Behauptung, daB die Einwan- 
derung der syncytialen Zellen in die Uteruswandung, speziell in 
die Muskulatur die Bedeutung besitze, daf daselbst Material auf- 
gespeichert werde, von dem aus die im Laufe der Schwangerschaft 
mehr und mehr an Drüsenresten verarmende Placentarstelle wieder 
mit neuen Drüsen versorgt werden kônne. Wenn dem so wäre, 
so spräche das für eine mütterliche Herkunft des Syncytium. 
Aschoff muB nun nach seinen Befunden für die Placentarfläche 
und einen Theïil der Decidua vera eine Auflockerung der obersten 
Muskelschichten durch wuchernde Schleimhaut in den ersten Mo- 
naten der Schwangerschaft annehmen; später kann durch die 
Ausdehnung die Schleimhaut-Muskelgrenze wieder gradlinig werden, 
aber die bei der Geburt auftretenden Contractionen lassen die 
ursprünglichen Verhältnisse, das Tiefenwachsthum der Drüsen 
wieder hervortreten. Jedenfalls muB es A. entgegen Pels Leusden 
für das Normale halten, da die Uterusschleimhaut an der Pla- 
centarstelle am Ende der Schwangerschaft genügende Drüsenreste 
für die Regeneration besitzt, und da er auch sonstige gewichtige 
Gründe, welche Pels Leusden für seine Meinung vorgebracht hat, 
widerlegt zu haben glaubt, ein direkter Beweis für die Abstam- 
mung von Drüsenschläuchen aus syncytialen Riesenzellen aber 
nicht erbracht ist, so kommt er, obwohl er die Beschreibungen 
von Formveränderungen der syncytialen Zellen im Puerperium be- 
stätigen kann, doch zu dem Schluf, daf die Frage nach der Be- 
deutung dieser chorialen Riesenzellen in der Muskulatur des puer- 
peralen Uterus immer noch ihrer Beantwortung harrt. (Ziegler’s 
Beitr. XXV.) — 
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4 Dr. Aschoff hat weiterhin einen Fall von angebore- 
nem Schilddrüsenmangel bei einem halbjährigen Kinde weib- 
lichen Geschlechts bezüglich des Vorkommens von Nebenschild- 
drüsen genauer untersucht. Das Kind bhatte trotz Fehlens der 
Schilddrüse am regelmäBigen Ort im Leben nur ganz geringe 
Zeïchen von Myxôdem dargeboten, das sich anatomisch überhaupt 
nicht sicher nachweisen lief. Der Tod war plôtzlich ohne voraus- 
gegangene Krankheïtserscheinungen erfolgt. Die Sektion ergab 
eine VergrüBerung der Hypophysis (gew. 0,5 g gegen 0,13 norm.), 
hämorrhagische Infiltration beider Nebennieren, klein -cystische 
Umwandlung (FollikelvergrüBerung). beider Eierstôücke, geringe 
Verbreiterung der Wucherungszone an der Knochenknorpelgrenze, 
rothes Knochenmark, Enteritis nodularis. Die Schilddrüse fehlte 
vüllig, in der Schilddrüsengegend waren nur 2 kleine halberbsen- 
groBe Bläschen sichtbar, dagegen wurde an einem Längsschnitt 
durch die Zungenwurzel eine zwischen Foramen coecum und Zun- 
genbein gelegene erbsengrofie Geschwulst von dem Aussehen des 
Schilddrüsengewebes gefunden. Mikroskopisch erwies sich dieselbe 
aus vielbuchtigen cystischen Hohlräumen zusammengesetzt, welche 
mit einer homogenen, durch Hämatoxylin nur schwach zu färbenden 
Masse, die auch glänzende Kugeln enthielt, gefüllt waren. Nach 
abwärts in die Zungenmuskulatur hinein verliefen noch grôüfere, 
mit Cylinderepithel bekleidete Kanäle, in welche zahlreiche wie 
Schleimdrüsen gebaute Drüsenkôrper einmündeten. Nach der 
Schleimhaut zu sandte die Geschwulst einen mit Plattenepithel 
ausgekleideten, mit Epithelperlen gefüllten zapfenfürmigen Fortsatz. 

A. glaubt, da diese Geschwulst aus dem von M. B. Schmidt 
genauer geschilderten secundären Drüsensystem des Ductus lin- 
gualis hervorgegangen ist; vielleicht hat sie im Verein mit der 
hypertrophischen Hypophysis eine vicariirende Thätigkeit für die 
fehlende Hauptschilddrüse ausgeübt. 

Reïhenschnitte durch die Halsorgane zeigen, da auch eine 
seitliche Schilddrüsenanlage vüllig fehlt. Es finden sich nur die 
schon vorher erwähnten cystischen Gebilde, hinter welchen je ein 
typisches, mit den Schilderungen von Sandstroem, Kohn u. A. 
vüllig übereinstimmendes Epithelkürperchen liegt. Die Bläschen 
bestehen aus einem grüfieren und mehreren kleineren mit schleim- 
ähnlichen Massen gefüllten Hohlräumen. In den grüferen Hohl- 
raum münden mebrere schleimdrüsen-ähnliche Gebilde. Gleich- 
artige Befunde sind von Maresch an dem einzigen bisher genauer 
untersuchten Fall von angeborenem Schilddrüsenmangel erhoben 
worden. In Uebereinstimmung mit Maresch erklärt auch Aschoff, 
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daB es sich um Reste der 4. Kiementasche handelt, wofür auBer 
dem schon von Maresch betonten Befund von Schleimdrüsen die 
von À. gefundenen Bündel glatter Muskeln in der Cystenwand, 
wie auch Knorpelspangen um die zu den Cysten gehôrigen Drü- 
senanlagen deutlich genug sprechen. Die hinter den Cysten ge- 
legenen Epithelkôrperchen sind wohl ebenfalls von der 4. Kiemen- 
tasche abzuleiten. Die von der 3. Kiementasche abstammender 
sog. unteren Epithelkôrperchen wurden nicht mehr am Präparat 
gefunden, wahrscheinlich waren sie bei der Unterbindung der 
Halsorgane und Herausnahme der Brustorgane im Sektionscurs 
mit entfernt worden. — 


5. Nur ihre Vollendung hat im Institut eine Untersuchung 
über Kapselbacillen erfahren, welche Herr L. W. Strong 
in Boston unter Proff. Smith und Councilman begonnen hatte. Es 
handelt sich um die Frage, ob eine Gruppenbildung in Rücksicht 
auf das Gas- und Säurebildungsvermôgen der Kapselbacillen in 
verschiedenen Zuckerarten (Rohr-, Trauben- und Milchzucker) 
môglich sei. Das Ergebnif bestand darin, daB es, wie auch Wilde 
angegeben hat, 2 Gruppen giebt mit folgenden Arten und Eigen- 
schaften : 

1. Bac. pneumoniae Friedländer, B. ozaenae Fasching, B. spu- 
tigenus crassus oder mucosus capsulatus, B. Wright und Mallory 
und vielleicht B. rhinoscleromatis. Kolonien erst mit dem Alter 
weiB; Kapseln im Thierkôrper leicht zu färben; auf künstlichen 
Nährbôden Pseudokapseln; Gasbildung reichlich in Rohrzucker, 
weniger in Traubenzucker, wenig oder gar nicht in Milchzucker; 
keine Säurebildung in Milchzuckerbouillon; keine Milchgerinnung. 

2. B. aërogenes Escherich, Bac. Pfeiffer, Bac. capsulatus 
Kruse (und wahrscheinlich noch mehrere andere). Kolonien von 
Anfang an weiflich, Kapseln auch im Thierkôürper schwer färbbar. 
. keine Pseudokapseln in künstlichen Nährbôden, reichliche und be- 
ständige Gasbildung in allen 3 Zuckerarten, desgleichen Säure- 
bildung, schnelle Milchgerinnung. (Cbl. f. Bakt. XXV.) — 


6. Herr Becher, s. Z. Volontär-Assistent am Institut hat 
zu der Kenntni8i von dem Vorkommen von Riesenzellen 
in Krebsen durch Mittheilung von 4 neuen Füällen einen Beitrag 
geliefert. Die Geschwülste, sämmtlich durch Operation gewonnen, 
boten grôBtentheils auch sonst noch interessante Verhältnisse. 

Es ist schon wiederholt das Vorkommen von Riesenzellen 
um Perlkugeln in epithelialen Wucherungen und auch das Zer- 
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sprengt- und Zerstürtwerden epithelialer Massen durch Riesen- 
zellen beschrieben worden, z. B. durch Denecke bei einem ver- 
kalkten Epitheliom in der Festschrift unseres Institutes für Vir- 
chow, 1893, durch Zeroni (aus der hiesigen Obrenklinik) in cho- 
lesteatomatôsen Ohrpolypen, Arch. f. Ohrenhlk. 42, 1897 (leider 
von Becher zu citiren vergessen), aber bei einem richtigen, zwei- 
fellosen, bôsartigen Epitheliom, einem Plattenepithelkrebs scheint 
diese Art Naturheïlung bisher nicht beobachtet — oder wenigstens 
nicht beschrieben worden zu sein. Als ich daher im Demonstra- 
tionscurs diese Beobachtung gemacht hatte, hielt ich sie für in- 
teressant genug, um die Sache durch Herrn Becher weiter ver- 
folgen zu lassen, umsomehr als bald nacheinander 2 hierhergehôrige 
Präparate dem Institut zukamen. 

Im 1. Falle handelt es sich um einen älteren Mann, bei dem 
vor 38 Jahren eine mit ausgedehnter Weichtheilverletzung ver- 
bundene Quetschung des Fufes stattgefunden hatte; die Ver- 
letzung war nicht geheilt und jetzt zeigt sich ein grofes Can- 
croid an der Ferse, welches den Calcaneus nahezu gänzlich zer- 
stôrt hat und noch weiter nach allen Seiten vorgedrungen ist. 
Nicht überall, aber an vielen Stellen in der Peripherie der Krebs- 
wucherung sind die Krebskôrper nahezu vüllig verhornt, wenn 
auch vielfach noch Kernfärbung vorhanden ist, und theils im 
Ganzen von Riesenzellen umgeben, theils auseinandergésprengt, 
indem Riesenzellen oder auch Granulationsgewebe, das ihnen an- 
scheinend gefolgt ist, zwischen den einzelnen Zellen liegt, welche 
z. Th. auch in Riesenzellen eingeschlossen und vielleicht in ihnen 
im Untergang begriffen sind. Eine Beziehung dieser Riesenzellen 
zu den Ostoklasten, welche am Knochen reichlich vorhanden waren, 
lieB sich nicht feststellen. | 

Durchaus ähnliche Befunde ergab ein 2. Fall, bei dem das 
Cancroid sich gleichfalls an eine chronische Knochenerkrankung 
angeschlossen hatte: 57 jähriger Bergmann, der seit langen Jahren 
an Osteomyelitis mit Fistel der rechten Tibia litt und deshalb 
seit 11 Jahren pensionirt war; seit 1 Jahr Zeichen von Krebs, 
der nun die Amputation nôthig gemacht hatte. Lang erüffnete 
Sequesterlade, in der noch an der oberen Apophyse ein rundlicher 
Sequester liegt, in ganzer Ausdehnung krebsig; der Krebs hat 
an einer Stelle in den oberen Abschnitten der Tibia von innen 
her die Haut in der Nachbarschaft durchbrochen und ein krater- 
fôrmiges Geschwür gebildet. 

Die gefundenen Riesenzellen sind nicht epithelialer, sondern 
bindegewebiger Abkunft und haben die Bedeutung von Fremd- 
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kôrperriesenzellen mit amüboiden und phagocytären Eigenschaften ; 
der durch sie eingeleitete Prozef kann zur Zerstôrung, ja zur 
vollständigen Organisation der Perlkugeln durch junges Binde- 
gewebe führen, stellt also eine Art partieller spontaner Heïlung 
dar. Veranlafit und begünstigt wird der Prozef wahrscheinlich 
durch Eigenthümlichkeiten in der Genese des Krebses, so nament- 
lich durch einen voraufgehenden langandauernden entzündlichen 
ProzeB, sowie durch das langsame Wachsthum des Krebses im 
Knochen wie durch begleitende endarteriitische Veränderungen. 

Vüllig anderer Art waren Riesenzellen in einem Cancroïd 
der Unterlippe eines 52 jährigen Mannes, wo sie zwar zum grofen 
Theil auch innerhalb der Krebskôrper lagen, aber nicht als etwas 
Fremdes, von aufBen Eingedrungenes, sondern als umgebildete 
Krebszellen: hier handelte es sich um epitheliale Riesenzellen, 
um eine Wachsthumerscheinung des Krebses. Daneben meint 
allerdings Becher auch noch gewühnliche Fremdkôrper-Riesenzellen 
in der Peripherie der Krebskôrper unterscheiden zu kônnen. 

Der 4. Hornkrebs hatte sich im Laufe von Jahren auf einem 
verjauchenden Lipom des Rückens entwickelt. Hier hatten die 
gefundenen Riesenzellen gar nichts mit den Krebskôrpern zu thun, 
sondern lagen im Stroma um eigenthümlich hyalin aussehende 
Massen herum, die theilweise Aehnlichkeit mit osteoidem Gewebe 
hatten und hie und da wie mit einem Besatz von Osteoblasten 
verschen waren. Zweifellos handelt es sich um Fremdkôürper- 
Ricesenzellen in der Umgebung besonders beschaffener Stellen des 
Stroma. 

B. schlieft Betrachtungen über die Entstehung der Riesen- 
zellen überhaupt, ihrer verschiedenen Typen im Besonderen sowie 


über ihre weiteren Schicksale an. (Virch. Arch. 96, 1899). — 


7. Die wenigen bekannten Fälle von Ochronose kônnen 
durch 2 weitere im Institut von dem Assistenten Herrn Dr. 
Heile untersuchte vermehrt werden, von denen der eine hier, 
der andere von Herrn Dr. Beneke in Braunschweig beobachtet 
wurde. 

Im eigenen Falle handelte es sich um eine 86 jährige Frau, 
welche an Verblutung aus einer geplatzten schwangeren Tube 
gestorben war, dabei aber auch eine Mitralendocarditis mit Stenose 
hatte. Es fand sich eine fast gleichmäfig grauschwärzliche Fär- 
bung sämmtlicher Rippenknorpel, deren Durchschnitt im ganzen 
ebenholzartig aussah und nur an einzelnen offenbar verkalkten 
Stellen mehr gelbbraune Färbung zeigte. Die schwarze Färbung 
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trat am stärksten an den beiden Knorpelenden, also in der Nähe 
des Knochens hervor. Sämmtliche Zwischenwirbelbandscheiben 
waren grauschwarz, Kehlkopf- und Trachealknorpel ungleichmähig, 
im Centrum schwarz, in der Peripherie mehr grau gefärbt. Die 
Knorpel des rechten Knie- und Schultergelenks erschienen wie in 
einen rauchgrauen Schleier gehüllt, auf dem Durchschnitt erwies 
sich ebenfalls die an den Knochen anstofende Schicht als am 
stärksten gefärbt. Die Gelenkflüssigkeit war klar, weder am 
Knorpel noch an der Synovialhaut waren wesentliche Verände- 
rungen zu bemerken. Das Kniescheibenband erschien mit grau- 
schwarzer Farbe, welche in unmittelbarer Nähe der Kniescheibe 
am stärksten hervortrat. In der aufsteigenden Aorta hoben sich 
zahlreiche schwärzliche Inseln ab, welche sklerotischen Platten 
entsprachen und deren Umgebung noch eine leichte graue ver- 
waschene Färbung darbot. Sonst war mit unbewaffneten Augen 
nur an retrosternalen Lymphdrüsen eine braunschwärzliche Punkti- 
rung der Schnittfläche zu bemerken, welche nach dem mikrosko- 
pischen Bilde durch grofe pigmenthaltige Zellen hervorgerufen 
wurde, deren Pigment zum grôfiten Theil keine Eisenreaction gab. 
Die mikroskopischen Befunde an den Knorpeln u. s. w. waren die 
gleichen, wie andere Untersucher, besonders Bostrôm sie geschil- 
dert haben, es wurde aber weiter in den glatten Muskeln des 
Darmes und in den Bindegewebszellen der Leber braunes fein- 
kürniges Pigment gefunden, welches keine Eisenreaction gab (Hae- 
mofuscin) und daneben vereinzelt in den glatten Muskeln, zahl- 
reich aber in Leberzellen, hellbraune amorphe Kôürnchen, die sich 
grüBtentheils mit Ferrocyankalium und Salzsäure blaufärbten 
(Haemosiderin). 

Dem Hämofuscin ganz ähnlich im Farbenton ist der Farbstoff 
innerhalb der festen Bindegewebsmassen und des Faserknorpels, 
vielleicht etwas dunkler und mehr bräunlich und zum Theil in 
groBen braunen Klumpen auftretend. Von Knorpelzellen sind nur 
solche pigmentirt, welche verändert sind (Atrophie, schlechte 
Kernfärbung). Dieses zeigt sich auch am hyalinen Knorpel, wo 
auBerdem die Grundsubstanz soweit sie die bekannte Auffaserung 
zeigt, gleichmäBig braun gefärbt erscheint. Das kürnige Pigment 
findet sich besonders in den harten gelbbräunlichen Inseln der 
Rippenknorpel, welche mikroskopisch Vascularisation, Verkalkung 
und Knochenbildung erkennen lassen. Die Knorpel lieBen an 
Flemming- Präparaten starke Verfettung erkennen, während der 
Glycogengehalt im Vergleich mit normalen gleichalterigen Knor- 
peln vermindert erschien. 
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Eine mikrochemische Eisenreaction war an diesem Pigment 
auf keine Weiïse zu erzielen, auch färbte sich wenigstens das kür- 
nige wie eisenfreies in Methylenblau deutlich grün, wäbrend aller- 
dings der diffuse Farbstoff auch dabei seine Farbe unverändert 
behielt. 

Eine vollständige Lôsung des Farbstoffs wurde in 10 proc. 
Kalilauge, ferner in chlorsaurem Kali und concentrirter Salzsäure 
erzielt. Der auch beim Abkühlen in Lôsung bleibende Farbstoff 
geht nicht in Aether, Amylalkohol, Benzol oder Chloroform über, 
dagegen lieB er sich sowohl durch Baryt wie durch essigsaures 
Blei fällen; bei Zusatz von Phosphorwolframsäure bezw. Schwefel- 
wasserstoff findet sich das Pigment im Filtrat, welches spektro- 
skopisch keinen besonderen Befund ergab. Dagegen liefien sich 
in dem gelüsten Farbstoff Spuren von Eisen nachweisen. 

Der 2. Fall betraf eine 52 jährige Frau, welche an chronischer 
Endocarditis mitralis und eïtriger Bronchitis gelitten hatte. Die 
Befunde waren im wesentlichen die gleichen wie in dem ersten 
Falle, nur wurde an der Aorta und an L#mphdrüsen makrosko- 
pisch keine Färbung bemerkt. 

Um eine gesteigerte Alterspigmentirung (Virchow) kann es 
sich bei dieser Ochronose nicht handeln, denn unser 1. Fall betraf 
eine 36 jährige Frau, aber auch die Erklärung Bostrôms, der die 
Ochronose als Folge der Resorption von Farbstoff aus Blutungen 
und des Angehaltenwerdens des circulirenden Pigments durch die 
pathologisch veränderten Gewebe ansieht, scheint Heile nicht zu 
genügen, da, wie in anderen Fällen, so auch im ersten eigenen 
solche langdauernden Blutungen nicht bestanden, er meint viel- 
mehr, daB es sich um eine besondere Form der Hämochromatose 
handele, bei der sich das Pigment in besonders disponirten Theiïlen 
niederschlage. Dabei ist bemerkenswerth, daB die diffuse Färbung 
in den Knorpeln besonders die aufgefaserten Theile betrifft, welche 
schon bei jugendlichen Individuen vorkommen und bei van Gieson- 
Färbung allein eine braune Färbung annehmen, welche der ochro- 
notischen ganz ähnlich ist. Bei allen bisher beobachteten Fällen 
waren Veränderungen im Circulationsapparat vorhanden: Aorten- 
aneurysma, aneurysmatische Erweiterung des linken Ventrikels 
mit Thrombose, Verdickung an den Mitralschliefungslinien in den 
fremden, chronische Mitralendocarditis in den beiden eigenen Fällen. 

Schon lange war es uns im Institut aufgefallen, da Präpa- 
rate, welche während längerer Zeit einer Formolwirkung ausge- 
setzt waren, eine der ochronotischen ähnliche Färbung besonders | 
an den Trachealknorpeln zeigen, die an Durchschnitten sich aller- 
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dings als auf die oberflächlichen Schichten beschränkt erweist. 
Bei eigens angestellten Versuchen mit 1—40 proc. Formaldehyd- 
lôsung zeigten sich mikroskopisch bei Einwirkung der starken 
Lôsungen fast unmittelbar nach dem Eïinlegen, bei ganz diinnen 
erst nach mindestens 48 Stunden an Knorpeln, quergestreiften 
Muskelfasern, in Leber, Lunge und Milz feinkôürnige, meist schwärz- 
liche, vielfach auch gelbbräunliche Farbstoffkürnchen, grôBtentheils 
deutlich intercellular gelagert, besonders schôn in leukocytären 
Elementen, seltener im interstitiellen Gewebe, wo die Kôrnchen 
besonders reichlich an den Knorpelkapseln und den Membranen 
der Fettzellen angelagert waren. Die mikroskopischen Bilder der 
Formolknorpel sind denjenigen der ochronotischen soweit der 
kôrnige Farbstoff in Betracht kommt, zum Verwechseln ähnlich, 
dagegen fehlt in ihnen jede diffuse Färbung. 

Die Schnelligkeit, mit der die Formolfärbung makroskopisch 
eintritt, richtet sich vielleicht nach dem Blutgehalt der Theile: 
der Knorpel erscheint erst nach vielen Wochen schwarz, blut- 
reiche Lebern und quergestreifte Muskeln schwärzen sich fast 
unmittelbar nach dem Eiïinlegen in starke Lôsung. Wurden von 
denselben Präparaten Stücke erst stark entwässert, so nahm mit 
dem Grade der Entwässerung auch die Formolpigmentirung ab, 
so daf zuletzt Pigment nur noch in einzelnen leukocytären Zellen 
nachweisbar war. Derselbe Erfolg des Auswässern kônnte allerdings 
auch durch den Schwund von Glycogen bedingt sein, das durch 
Formol geschwärzt zu werden scheint. Das Pigment zeigt mikro- 
chemisch ein durchaus negatives Verhalten; es lôst sich nicht in 
den gebräuchlichen Mitteln, es wird (im Gegensatz zu dem ochro- 
notischen) durch Methylenblau nicht gefärbt. Die Untersuchungen 
werden noch fortgesetzt. — 


8. Die schon lange im Gebrauch befindlichen Seifen mit 
Zusatz von Desinfectionsmitteln sind neuerdings durch 
Formolseifen vermehrt worden. Um aus cigener Anschauung An- 
haltspunkte für die Auswahl zum Gebrauch im Institut zu erhalten, 
veranlaBte ich den Volontär-Assistenten Herrn Dr. Schmieden 
zu einer Reiïhe von Untersuchungen, bei welchen gewühnliche 
weiBe sog. Bittermandelseife, Benzoë-, Sublimat- und 2 Sorten 
Formolseife zur Verwendung gelangten. 

In der einen Reïhe von Untersuchungen wurde cin Seifen- 
zusatz zu festen Nährbüden gemacht und diese dann entweder 
mit dünner Essigsäure neutralisirt oder ohne weiteres für Aus- 
saat verschiedener Bakterien benutzt. Als Nährboden wurde ein- 
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faches oder Glycerinagar gebraucht, ein Unterschied zwischen 
beiden zeigte sich nicht. In den neutralisirten Mischungen, welche 
mit einer Aufschwemmung von Staphylokokken und Streptokokken 
in Bouillon beschickt und bei Zimmertemperatur gehalten wurden, 
trat bei 0,1 proc. Seifenzusatz überall Wachsthum auf, bei 1 proc. 
nur in dem mit weifer Seife gemischten Nährboden. Bei 0,5 proc. 
Zusatz waren die Erfolge unregelmäBig, nur bei den Sublimat- 
und Formolseifen zweifellos etwas üngünstiger für die Bakterien. 

Bei den nicht neutralisirten Mischungen ergab sich folgendes: 
bei 0,5 proc. Seifenzusatz und Zimmertemperatur wuchs Bac. pyo- 
cyaneus überall, aber besser in der weifen und Benzoeseife, 
Staphylokokkus aureus überall ohne deutliche Unterschiede; im 
Brutschrank wuchs der B. pyocyaneus bei 0,5, 1 und 2 proc. Seifen- 
zusatz überall, aber in deutlich mit dem hôüheren Zusatz abneh- 
mender Reichlichkeit; der Staph. aureus wuchs bei 0,5 proc. Zu- 
satz ebenfalls überall, bei 1 procentigem zeigten sich schon un- 
günstigere Verhältnisse bei den Sublimat- und Formolseifen und 
bei 2proc. Seife trat in diesen gar kein Wachsthum mehr ein. 
Dabei war noch auffällig, da beim B. pyocyaneus die Farbe stets 
sebr schôn hervortrat, während beim Staph. aureus vielfach die 
Farbe fehlte, die dann aber wiederholt bei Weiterzucht wieder 
beobachtet wurde. 

Die 2. Reïhe der Versuche bezog sich auf die Reinigung von 
Holz oder Zeugstücken mit den verschiedenen Seifen nach Be- 
schmutzung mit bakterienhaltigen Stoffen (Aufschwemmung von 
Reïinkulturen von B. pyocyaneus, Staphyl. aureus und Strepto- 
kokkus pyogenes, Eiter mit verschiedenen Bakterien). Es wurde, 
nachdem die Bakterien angetrocknet waren, 1 Minute lang mit 
Seife in fliefendem Wasser abgebürstet, dann in reinem fliefenden 
Wasser ausgewaschen und nun abgeschabte oder abgeschnittene 
Stückchen des Holzes oder Zeugstücke in einer Gelatineplatte 
geprüft. Das Resultat war, daf ein Unterschied in der Seifen- 
wirkung nicht hervortrat, dafi der Pyocyaneus überall wuchs, die 
anderen Organismen aber in den verschiedenen Versuchen sich ver- 
schieden verhielten, in demselben Versuche aber gleichmäfig gegen- 
über den verschiedenen Seifen. 

Es ist ja nun zwar nicht zu verkennen, da8 es in diesen Ver- 
suchen unmüglich war, die Bedingungen überall für die zu prü- 
fenden Stoffe gleichmäfig zu gestalten, aber das scheint doch, 
wie es kürzlich auf anderem Wege auch von anderer Seite fest- 
gestellt worden ist, aus den Versuchen hervorzugehen, daf man 
auf die desinficierenden Zusätze zu den Seifen nicht viel Werth 
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legen darf und daf auf die Art dieser Zusätze nicht viel an- 
kommt. — 


9. Im Februar 1898 hatte ich zufällig ein Lebercavernom 
gefunden, dessen Hohlräume von Balken von Leberzellen begrenzt 
waren, welche ebenso ohne scharfe Grenze in die benachbarten 
Leberzellenreihen übergingen, wie die Bluträume mit den Capillaren 
der Umgebung in Verbindung standen. Nur dadurch waren im 
allgemeinen die Zellen des Cavernoms von denjenigen der übrigen 
Leber unterschieden, da sie viel grôfer waren, wie denn über- 
haupt das ganze Gebilde als ein hypertrophischer Leberknoten 
mit grôBtentheils cavernôser Umwandlung der Bluträume anzu- 
sehen war. Der Befund schien für die Frage nach der Entstehung 
der Lebercavernome von Wichtigkeit zu sein, besonders da er 
mit der bald darauf von Ribbert über diese Frage geäuferten 
Ansicht nicht in Einklang zu bringen war. Ich habe daher den 
Volontärassistenten Herrn Dr. Schmieden veranlafit, von diesem 
Falle ausgehend sich das Studium der Lebercavernome in Rück- 
sicht auf ihre Entstehung angelegen sein zu lassen. Schmieden 
hat während längerer Zeit alle zur Verfügung stehenden Lebern 
nach Cavernomen durchforscht und bis jetzt in 28 Fällen solche 
gefunden, 18 mal nur eines, 10 mal mehrere in derselben Leber. 
Dazu kamen 9 Lebern, die z. Th. den Cavernomen verwandte Bil- 
dungen enthielten bezw. makroskopisch den Verdacht beginnender 
Cavernombildung darboten. Alle Lebern wurden sorgfältig, grôBten- 
theils an Reïhenschnitten mikroskopisch untersucht. 

In 7 Fällen waren die cavernüsen Bluträume durch Septa be- 
grenzt, welche aus Leberzellen gebildet wurden, die übrigen 21 
Füälle hatten fibrôse bezw. fibromuskulôse Scheidewände; 3 von 
den Cavernomen der letzten Sorte waren durch eine dicke fibrôüse 
Kapsel scharf abgegrenzt, welche Gallenkanälchen enthielt. Der 
grüBere Theil aller beobachteten Cavernome lag direkt unter 
der Kapsel der Leber, die übrigen in der Tiefe, häutig nahe der 
sagittalen Mittellinie des Organs, jedoch auch an anderen Stellen. 
Das Alter der Träger lag grôBtentheils zwischen 27 und 80 Jahren, 
einmal handelte es sich um ein 10 wüchentliches, einmal um ein 
neugeborenes Kind, das nicht weitergelebt hatte, womit der 
bisher noch ausstehende Nachweis geliefert war, da Cavernome 
auch angeboren vorkommen. Bei den Erwachsenen boten die 
Lebern sonst die verschiedensten Veränderungen, u. a. auch cirrho- 
tische dar, es fanden sich aber nur wenige mit ausgesprochener 
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Stauung, während bei vielen keine Spur bestehender oder über- 
standener Stauung zu bemerken war. 

Die 2 Cavernome aus Lebern kleiner Kinder gehôüren zu den 7, 
in denen die Scheidewände von Leberzellen gebildet wurden und 
die noch ausgedehnte capilläré Anastomosen mit dem Nachbar- 
gewebe zeigten, an denen das einfache Endothel der cavernüsen 
Räume unmittelbar in das ihm vüllig gleichartige der Leber- 
capillaren übergeht. Abgesehen von diesem Verhältnif kenn- 
zeichnen sich alle diese Fälle als solche, in denen die Cavernom- 
entwicklung noch unvollendet ist, dadurch, daf sich die cavernôse 
Veränderung auf die Capillaren des veränderten Bezirks beschränkt, 
während die Lebervenen, Arterien und Pfortaderäste unverändert 
sind, und da8 Bindegewebswucherung vüllig fehlt, sowohl im Innern 
des Bezirks wie am Rande, wo eine schärfere Abgrenzung gegen 
die Umgebung fast noch nirgends vorhanden ist. Nur in einigen 
Fällen machten sich Druckerscheinungen (concentrische Abplattung 
der nächsten Leberläppchen) in der Umgebung geltend, als Beweis 
einer noch bis zuletzt fortdauernden VergrôBerung des cavernüsen 
Bezirks. Dies zeigte sich besonders bei solchen jungen Caver- 
nomen, welche — und das war die Mehrzahl (5 von 7) —- mit 
knotiger Hypertrophie des Lebergewebes verbunden waren. Die 
Häufigkeit dieser Combination beweist, daf die beiden Verän- 
derungen, cavernôse Umwandlung der Bluträume und Hypertrophie 
der Leberzellen in einer näheren Beziehung zu einander stehen 
müssen. Beide hält Schmieden für Entwicklungsstôürungen und 
da er wicderholt daneben auch noch andere Veränderungen fand, 
welche er als angeboren ansehen zu kônnen glaubt und welche 
zum Theil in direkter Verbindung mit den cavernüsen Bildungen 
standen, so hat er die Vorstellung gewonnen, es handle sich hier 
um Gebilde, welche den Naevi der äuferen Haut an die Seite ge- 
stellt werden künnten, welche wie diese nur eine gewisse Zeit 
wachsen, dann das weitere Leben hindurch unverändert und als 
im ganzen gleichgültige Gebilde weiter bestehen. Jedenfalls er- 
giebt aber ein Vergleich sämmtlicher Fälle, daf weder Stauung 
die erste Ursache der Cavernombildung sein kann, noch eine pri- 
märe Bindegewebswucherung, noch Leberzellenatrophie, Gallen- 
stauung oder Hämorrhagien, noch endlich die von Ribbert ange- 
das nicht in normale Bezichung zu den Leberzellen getreten ist, 
sondern sich für sich zu dem Angiom weiïter entwickelt hat. — 
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10. Bei einem 25 jähr. Manne, welcher unter den Erschei- 
nungen der Insufficientia myocardii gestorben war und bei dem 
die Sektion eine chronische tuberkulôse Pericarditis mit totaler 
Obliteration des Herzbeutels, frische tuberkulôse Pleuritis, Lymph- 
drüsentuberkulose, alte tuberkulôse Lungenherde, Herzthromben, 
Stauungserscheinungen ergab, fand sich eine eigenthümliche Ver- 
änderung in den graden Bauchmuskeln, besonders in 
ihrem obersten Stück, welche Herr Dr. Schmieden einer ge- 
nauen Untersuchung unterzogen hat. Die Muskeln hatten ein 
fischfleischähnliches Aussehen, waren aber nicht gleichmäfig ver- 
ändert, sondern zeigten Uebergänge zwischen den am stärksten 
veränderten Stellen und normal aussehenden Abschnitten. Die 
erwartete allgemeine schwere wachsige Degeneration wurde mi- 
kroskopisch nicht gefunden, sondern eine interessante Vereinigung 
nahezu aller gewôhnlichen Formen degenerativer Muskelverän- 
derungen mit reparatorischen und regeneratorischen Erscheinungen. 

Von den ersten fanden sich trübe Schwellung verbunden mit 
Schlängelung und Abnahme der Querstreifung, feinkôrnige Ver- 
fettung, wachsige Degeneration, ziemlich gleichmäfig verbreitet 
und in allen Stadien der Ausbildung, aber meist doch nur in den 
Anfangsstadien, Atrophie von Fasern mit atrophischer Kern- 
wucherung, fleckweise vacuoläre Degeneration, die nirgends mit 
wachsiger Veränderung in derselben Faser zugleich gefunden 
wurde. Auferdem bestand noch eine zellige Infiltration des 
Zwischengewebes. 

Auf reparatorische und regeneratorische Vorgänge deutete 
der Befund von Längstheilung, wobei die Theilstücke gleich oder 
ungleich dick waren, sich weithin verfolgen liefen und bald den 
Umfang der normalen Fasern erreichten bald nicht. Niemals 
wurden irgendwelche Besonderheiten, welche auf die Entstehung 
der Theïlungen ein lächt werfen kônnten, an den Theilungsstellen 
oder Theïlästen gefunden, so daf es sich hier um einen fertigen 
Zustand gehandelt haben mu, dessen Entstehung zeitlich früher 
zu setzen ist, als die der übrigen Befunde. Diese bestanden in 
der Anwesenheit von Riesenzellen in einem Theïl der hyalin de- 
generirten Muskelfasern, ohne Mitosen, nur sehr spärlich Zeichen 
von Umwandlung in junge Muskelfasern darbietend, aber mit den 
bekannten Bildern der Phagocytose: sie umlagerten die wachsigen 
Trümmer, hatten manchmal nur noch kleine Reste solcher um- 
schlossen, waren in Liücken derselben eingedrungen oder in Buchten 
derselben eingelagert. Die Bilder von hallmondfürmiger Um- 
lagerung querstreifiger Substanz um hyaline Massen fafit Schm. 
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als durch partielle wachsige Entartung nicht als durch regene- 
ratorische Neubildung quergestreifter Substanz entstanden auf 
und stützt sich dabei u. a. auch darauf, daB diese Muskelsubstanz 
nach Ueberfärbung mit Hämatoxylin und Differenzierung mit 
Salzsäure- Alkohol sich ebenso färbte wie die übrigen Muskeln, 
während die sicher neugebildeten muskulôsen Elemente ebenso wie 
die Riesenzellen eine viel dunklere Färbung annahmen. 

Riesenzellen ganz von derselben Art der im Sarcolemm lie- 
genden zeigten sich auch im interstitiellen Gewebe, wo sie nach 
Schm. Reste zu Grunde gegangener wachsiger Muskelfasern dar- 
stellen. | 

Die Erklärung für diese wechselvollen Befunde sucht Schmieden 
darin, daB es sich hier um eine chronische Erkrankung handelte, 
in deren Verlauf wohl sicher Verschlimmerungen und Besserungen 
mit einander abwechselten, so daB dementsprechend degenerative 
und reparatorische Vorgänge auch an den Muskeln mit einander 
abwechseln konnten. Die letzten waren allerdings, da nur Besse- 
rung, nie Heïlung eintrat, gering und in der letzten Lebenszeit 
überwogen die Schädigungen, welche in den frischen degenerativen 
Veränderungen ihren Ausdruck gefunden haben. — 


11. Eïnen der seltenen Fälle von hochgradiger Lipaemie 
bei Diabetes hat Herr Degenhardt zum Gegenstande seiner 
Dissertationsarbeit gemacht. Das 27 jährige Dienstmädchen, dessen 
Schwester ebenfalls an diabetischem Coma zu Grunde gegangen 
war, litt schon längere Zeit an Diabetes, war auch schon früher 
in der hiesigen medicinischen Klinik deswegen in Behandlung und 
kam in comatôsem Zustande wieder dahin, wo sie dann nach 
8 Stunden verstarb. 

Bei der Sektion nahm das Hauptinteresse die Veränderung 
des Blutes in Anspruch. Dasselbe sah an vielen Orten wie mit 
Milch gemischt aus, enthielt im Herzen geronnene breïige Massen, 
welche theilweise erweichter Gehirnmasse glichen; in einzelnen 
Arterien fanden sich zahlreiche, mehrere Millimeter bis 2 cm lange 
weiBliche, wurstartige parasitenähnliche Gebilde aus Fett. Am 
stehenden Blute setzte sich noch eine dicke Rahmschicht (von 
200 cem Blut etwa 20 ccm) an der Oberfläche ab. An vielen Or- 
ganen sind kleine Gefäfichen als weifiliche Streifchen sichtbar, 
auch das Parenchym der Milz hat ein milchigtrübes Aussehen. 
Aufer im Blut fand sich auch Fett in der Lymphe, so an sub- 
pleuralen und peripankreatischen Lymphgefäfen, und endlich zeigten 
sowohl mehrere Stellen an der Lunge, wie vor allem das Binde- 
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gewebe um die Trachea und im hinteren Abschnitt des Mediastinum 
eine diffuse Infiltration mit chylôser Masse. Der Ductus thoracicus 
enthielt zwar nur wenig Chylus und an den mesenterialen Chylus- 
gefäBen war nichts besonderes zu sehen, aber im Anfangstheil 
des Dünndarms zeigten alle Zotten eine feine weife Injektion. 
Im Magen befand sich keine Flüssigkeit, aber Reste von Hülsen- 
früchten (Linsen), im Duodenum ein dunkelgefärbter schleimiger 
Inhalt, im Dünndarm wird der Inhalt von ziemlich festen Bestand- 
theilen gebildet und im Anfangstheil des Dickdarms zeigten sich 
grünliche Inhaltsmassen mit Linsenresten. Sonst ist noch be- 
merkenswerth, daB ein Theil des linken Bronchialbaumes einen 
mit kleinen Brocken gemischten schmierigen Inhalt bis in die 
kleinen Bronchien hinein besa$, sowie daf ein recht guter allge- 
meiner Ernährungszustand bestand, der sich besonders durch ein 
sehr reichliches Fettpolster äuBerte. 

Mikroskopisch zeigte sich sowohl an frischen Präparaten wie 
nach Härtung in Flemming’scher Flüssigkeit überall Fett im Blute, 
oft so dicht, da selbst grôüfere Gefäfe, vor allem aber Capillaren 
prall mit Fettmasse ausgefüllt schienen. Wenn auch meistens 
einzelne Trôpfchen unterscheidbar waren, so fanden sich doch 
auch, z. B. in einzelnen Nierenknäueln und besonders im Gehirn 
zusammenhängende wurstfôrmige Ausfüllungsmassen, welche ganz 
das Bild wie bei der gewôhnlichen Fettembolie gaben. Die farb- 
losen Blutkôrperchen liefen keinerlei Beziehungen zu den Fett- 
anhäufungen erkennen, auch ist an den Flemmingpräparaten ein 
Fettgehalt an ihnen kaum mebr festzustellen, während allerdings 
frisch eine ganz feine Bestäubung mit Fettkôrnchen sicher nach- 
gewiesen wurde. 

Dagegen fand sich an vielen Organen auch an den gehärteten 
Präparaten Verfettung der Zellen. Nicht an den Endothelzellen, 
wohl aber an den Muskelzellen von GefäBen, dann in Nieren-., 
Pankreas- und Leberzellen (nicht in den Kupfer’schen Sternzellen), 
wenig in Herz- und Thoraxmuskeln. Im Dünndarm zeigte sich 
wie überall Fett in den Blutgefäfien, daneben aber auch eine sehr 
reichliche Anhäufung, zum Theil dicker Fetttrôpfchen in den 
Chylusgefäfen, insbesondere der Zotten. Von sonstigen Befunden 
sind zu nennen Epithelnecrosen in Nieren und Pankreas sowie 
fleckweise zellige Infiltration des interstitiellen Gewebes von 
Nieren, Leber, Herz. 

Auf die Beziehungen der Lipaemie zu den klinischen Erschei- 
nungen soll hier nicht eingegangen, sondern nur die Frage er- 
ürtert werden, woher das Fett im Blute stammt. Es liegen ver- 
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schiedene Môglichkeiten vor, die alle ihre Vertreter gefunden 
haben: das Fett kônnte in den GefäfBen aus dem Blute, etwa noch 
unter Betheiligung von verfettenden Endothelzellen entstanden 
sein, so da man dann von einer Art von Fettthrombose reden 
kônnte, wenn es irgendwo zu einer Verstopfung von GefäBen 
durch Fett gekommen wäre; oder dasselbe kônnte aus dem Kôrper 
stammen und in die Gefäfe eingeschwemmt sein, wobei wiederum 
die Herkunft aus den normalen Ablagerungsstätten des Fettes 
(Fettgewebe und Leber) und den pathologisch verfetteten Ge- 
webstheilen auseinander zu halten wäre; oder endlich das Fett 
kônnte aus der Nahrung stammen, so daf es sich um eine Chy- 
laemie handelte. Selbstverständlich kônnen auch mehrere Quellen 
für das Fett gleichzeitig vorhanden sein. 

Da im vorliegenden Falle das Fett aus den normalen A 
lagerungsorten stamme, dafür spricht nichts, denn der Panniculus 
war reichlich vorhanden, kein Zeichen für Fetttransport in der 
Leber (freie Sternzellen). Aber auch die pathologischen Ver- 
fettungen überschritten durchaus nicht das gewühnliche MaB; sie 
waren gering in Herz- und Skelettmuskeln, auch die Nieren waren 
keine eigentlichen Fettnieren, nur die Pankreaszellen enthielten 
reichlich Fett, aber nichts deutete darauf hin, da ein grôBerer 
Zerfall stattgefunden habe, so daB m. E. gegenüber der unge- 
heuren Menge des im Blut vorhandenen Fettes diese Quelle vüllig 
ungenügend erscheinen muf. Erst recht gilt dieses für die Ge- 
fäBe mit ihrem Inhalt selbst, denn es wurden keine verfetteten 
Endothelzellen gefunden und die Veränderung der Leukocyten 
war so minimal, daf sie an den gehärteten Präparaten gar nicht 
wiedergefunden werden konnte. Somit kann ich der von Herrn 
Coll. Ebstein über denselben Fall geäuferten Ansicht (Virch. Arch. 
155 S. 585), daB hier die Lipaemie ihre wesentliche Erklärung in 
dem bei der fettigen Entartung der Organe und besonders der 
Elemente des Blutes selbst entstehenden Fettzuwachs finde, nicht 
zustimmen, sondern muB annehmen, da das Fett im Blute zum 
grüBten Theil aus der Nahrung stammt. Die Kranke hat noch 
kurz vor dem Eintritt des Coma gegessen, denn es fanden sich 
Inhaltsmassen sowohl im Dünn- wie im Dickdarm (hier mit Linsen- 
resten), sowie Linsen im Magen. Dañ dieser nicht mehr Flüssig- 
keit enthielt, dürfte vielleicht seine einfache Erklärung darin 
finden, da die Patientin erbrochen hat, worauf der Befund von 
schmierigem mit Brückeln gemischtem Inhalt im linken Bronchial- 
baum hindeutet. Granz besonders aber läBt der makro- wie mikro- 
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skopische Befund an den Dünndarmzotten keinen Zweiïfel darüber, 
daf hier fetthaltiger Chylus in Resorption begriffen war. 

Wenn das aber so ist, so kann ich auch die Meinung von 
Ebstein, daB man hier statt von Fettembolie von Fettthrombose 
sprechen müsse, nicht anerkennen, sondern muB die Berechtigung 
in Anspruch nehmen, da, wo eine wirkliche Verstopfung mit Fett, 
sei es auch nur mit feinkôrnigem, stattgefunden hat — und sie 
hat hier offenbar vielfach stattgefunden — von Fettembolie zu 
sprechen. Für die Befunde von grüBeren cylindrischen Fettmassen 
kann ohnehin über die Berechtigung der Bezeichnung Fettembolie 
m. E. kein Zweifel sein. — 


Ueber den in Radiometern auftretenden Druck. 
Von 
Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Juli 1899. 


In einer Arbeit, welche ich am 15. August 1877 der K. G. d. 
Wissenschaften vorgelegt hatte !), habe ich eine Methode beschrieben, 
mit deren Hülfe der in Radiometern auf die Flügel des Rädchens 
ausgeübte Druck in verhältnifmäfig sehr einfacher Weise be- 
stimmt werden kann. Ich habe in der Arbeit hervorgehoben, daf 
die von mir angegebenen Zahlenwerthe nur die GrôBenordnung 
jenes Druckes wiedergeben; zu einer wirklichen Berechnung des 
Druckes ist die Kenntni8 des Trägheitsmomentes nôthig, welches 
das Flügelrädchen besitzt; dieses aber hatte ich nur geschätzt und 
nicht gemessen. Ich bin an diese weit zurückliegenden Beobach- 
tungen durch eine neue Arbeit von Donle?) erinnert worden. 
Donle hat mit Hülfe von Bifilarwagen Druckmessungen ausge- 
fübrt, welche unter sich eine recht gute Uebereinstimmung zeigen. 
Aus dem Vergleiche seiner Zahlen mit den von mir früher ange- 
gebenen zieht er den SchluB, daB meine Werthe 40—60 mal grôBer 
seien als die seinigen. Aus einem Fehler der Schätzung konnte 
ich mir eine so grofie Differenz nicht erklären; ich mufite also 
fürchten, daB meiner Methode ein principieller Fehler anhafte. 
Nun bhatte ich dieselbe Methode benützt, um den Reaktionsdruck 
der Kathodenstrahlen zu bestimmen; es lag mir also daran, den 
Grund der Differenz aufzuklären. Zunächst ergab sich nun, 
daB bei der Reduktion der von mir seinerzeit benutzten Maafe 
auf cm. g. sec. ein Versehen gemacht worden war. Die von 
mir gefundenen Werthe sind thatsächlich nur 4—6 mal grüer 


1) Einige Beobachtungen an dem Radiometer von Crookes. Güttinger 
Nachr. 1877. p. 500. 

2) Versuch zur Ermittelung der Grüfenordnung der in Radiometern auf- 
tretender Drucke. Wied. Ann. 1899. Bd. 68. S. 306. 


Eduard Riecke, über den in Radiometern auftretenden Druck. 167 


als die Werthe Donles. Eine solche Differenz aber konnte 
immerhin durch Fehler in meiner Schätzung erklärt werden. Ich 
babe daher nachträglich die Trägheitsmomente der bei den Beob- 
achtungen benützten Radiometerkreuze gemessen; die damit be- 
rechneten Werthe der Drucke stimmen mit den von Donle 
gefundenen recht wohl überein, wie sich aus dem Folgenden 
ergiebt. 

In der angeführten Arbeit habe ich für den Drehungswinkel y 
des Flügelrädchens in seiner Abhängigkeit von der Zeit den fol- 
genden Ausdruck abgeleitet: 


p— at—ar(1—e#*) 


Der Anfangspunkt der Zeït fällt zusammen mit dem Momente, 
in dem das Licht auf das Radiometer zu wirken beginnt; « ist 
der konstante Endwerth der Winkelgeschwindigkeit; die Bedeutung 
von z ergiebt sich aus der Bemerkung, daf für groBe Werthe der 
Zeit t an Stelle der obigen Gleichung die einfachere gesetzt 
werden kann: 

p —= a(t—r). 

Bezeichnen wir auBerdem das Trägheitsmoment des Radiometers 
durch X, die Gesammtfläche der Flügel durch Q, den Abstand 
zwischen der Drehungsaxe und der Mitte der Flügel durch 4, so 
ergiebt sich zur Berechnung des auf die Flügel ausgeübten Druckes 
die Gleichung : 

Dar e 
Léo Qir 


Die Bestimmung der Trägheitsmomente XÆ erfolgte nach der 
GauB'’schen Methode. Es wurde dabei als Träger der Radiometer- 
kreuze ein bifilar aufgehängter Aluminiumcylinder benützt, dessen 
Trägheitsmoment X, aus den Dimensionen und aus dem Gewichte 
berechnet werden konnte. Es ergab sich K, — 0,335. Das Ge- 
wicht des Aluminiumcylinders betrug 1,847 g. 


Radiometer I. 


Für dieses Radiometer war Q — 6,20 q. cm., ! — 1,87 cm. Die 
Masse des Kreuzes betrug 0,108g. Um das Trägheitsmoment zu 
finden, wurde zuerst die Schwingungsdauer 7, des Aluminium- 
cylinders zweimal gemessen. Bei aufgelegtem Flügelrädchen wurden 
die Schwingungen stark gedämpft und die Genauigkeit der Beob- 


achtungen wurde dadurch erheblich vermindert. Bei aufgelegtem 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasse. 1899, Heft 2. 12 
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Rädchen wurden daher 10 Messungen der Schwingungsdauer T 
ausgeführt. Zum Schluf wurde noch zweimal die Schwingungs- 
dauer des Aluminiumcylinders allein beobachtet. Die Resultate 
der Beobachtungen sind im Folgenden zusammengestellt. 
Schwingungsdauer des Aluminiumeylinders : 


2,644 2,664 2,667 2,674. 
Im Mittel : | 
Ti=212602, 
Bei aufgelegtem Kreuze ergaben sich die Schwingungsdauern: 
3,033 3,500 3,500 3,442 3,b00 
3,448 3,448 3,500 3,b00 3,517. 
Im Mittel: 
T, = 3,489. 
Für das Trägheitsmoment des Radiometerkreuzes ergiebt sich 
hieraus, unter der Voraussetzung, daB die Torsion der Kokon- 


fäden gegen das Moment der bifilaren Aufhängung vernachlässigt 
werden kann: 


K = 0,274. 
Mit Hülfe dieses Werthes ergiebt sich aus den in der früheren 


Arbeit mitgetheilten Beobachtungsreihen die folgende Zusammen- 
stellung : 


Abstand der Flamme 


von dem Radiometer. £ g p 
80 cm 0,203 11,2 0,000432 
70 cm 0,303 11,8 0,000606 


Als Lichtquelle diente eine voll brennende Argandlampe. 
Bezeichnen wir den Abstand der Lichtquelle von dem Radiometer 
mit €, so ergiebt sich aus der ersten Beobachtungsreihe : 


pe — 2,76, 
aus der zweiten 
pe — 92,97. 
Im Mittel wird 
pe — 2,66. 


In einer Entfernung von 50 cm wird daher der Druck der 
Lichtstrahlen auf die Radiometerflächen gleich 


0,00114 g.cm.sec”. 
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Dicses Resultat stimmt mit den von Donle gegebenen Werthen 
von 0,0007—0,0008 Dynen pro qem so weit überein, als es bei 
der Verschiedenheit der Versuche erwartet werden kann. 


Radiometer II. 


Bei diesem Radiometer war Q — 6,76 qem, ! — 1,67cm. Die 
Masse des Kreuzes betrug 0,106 g. Für die zur Berechnung des 
Trägheitsmomentes nüthigen Schwingungsdauern wurde mit Be- 
nützung einer anderen Suspension gefunden : 


T, = 2,737 und T, — 3,352. 


-Daraus ergab sich für das Trägheitsmoment der Werth À — 0,196. 
Die Normalen der Flügelflächen waren gegen die Horizontale ge- 
neigt; für die Neigungswinkel ergaben sich die Werthe: 40°, 23°, 
21° und 36°. Bezeichnet man diese Winkel mit @,, g, Psy Pa S0 
ergiebt sich zur Berechnung des auf die Flügel ausgeübten Druckes 
die Formel: 


vos 4 
7 Qt cos p,+cosp,+ cos p, + cos p, 


D 


Auf Grund der früher mitgetheilten Beobachtungen ergiebt 
sich nun die folgende Zusammenstellung : 


Abstand der Flamme 


von dem Radiometer. e 5 P 
40 em 0,455 28,6 0,000322 
40 em 0,494 28,9 0,000346 
40 em 0,523 25,0 0,000424 
37 em 0,720 23,8 0,000626 
37 cm 0,690 17,9 0,000780 
37 em 0,770 18,7  0,000834. 


Zu einem Vergleiche mit anderen Messungen sind die mit dem 
zweiten Radiometer angestellten Beobachtungen wenig geeignet. 
Bei den verhältnifmälig kleinen Abständen zwischen Lampe und 
Radiometer mufte die Lampe kurz geschraubt werden, um die 
Rotationsgeschwindigkeit in schicklichen Grenzen zu halten. Daher 
wechselte die Intensität der Lichtquelle von Versuch zu Versuch 
in einer nicht weiter zu bestimmenden Weise. Aber auch das 
Radiometer selbst genügte nicht den bei der Ableitung der Formel 
gemachten Voraussetzungen, sofern die Reïbung des Rädchens 
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auf der Spitze mit der Rotationsgeschwindigkeiït zunahm. Nimmt 
man an, daB die radiometrische Wirkung dem Quadrate des Ab- 
standes umgekehrt proportional sei, so ergeben sich für einen 
Abstand von 50 cm die folgenden Drucke auf die Flügel des zweïten 
Radiometers : 
0,000206 ; 0,000222 ; 0,000275 ; 
0,000343 ; 0,000427 ; 0,000456. 
Sie liegen zwischen den Drucken, welche Donle für eine 


Stearinkerze und für einen Auerbrenner bei 50 cm Abstand ge- 
fanden hat. 


Das Wirkungsgesetz des Wehnelt-Unterbrechers. 
Von ; 


Hermann Th. Simon. 
Vorgelegt von Eduard Riecke in der Sitzung am 6. Mai 1899. 


1. Wird ein elektrischer Gleichstrom von nicht zu kleiner 
Spannung (z.B. derjenigen einer Lichtcentrale) durch eine (etwa mit 
verdünnter Schwefelsäure gefüllte) elektrolytische Zelle geschickt, 
deren Anode eine kleine Platinspitze, deren Kathode eine grôBere 
Metallplatte (Blei) bildet, so geht, wie schon Richarz')}, sowie 
Koch und Wüllner”*) gezeigt haben, kein continuierlicher Strom 
durch den Stromkreis, sondern es treten an der anodischen Spitze 
Vorgänge auf, welche dem Strome einen intermittierenden Cha- 
rakter verleihen. Auf diese Erscheinung gestützt, hat Herr Webh- 
nelt®) seinen für den Betrieb von Induktorien und Wechsel- 
stromapparaten bestimmten ,elektrolytischen Unterbrecher“ erdacht, 
dessen merkwürdige und auferordentliche Wirkungen das wissen- 
schaftliche Interesse gegenwärtig so lebhaft in Anspruch nehmen. 

2. Vonden Eigenschaften dieses Apparates, wie sie von 
Wehnelt), SpieBund Wehnelt“) und anderen Forschern beob- 
achtet worden sind, seien Folgende hervorgehoben: Die Anordnung 
wirkt als Unterbrecher dauernd und sicher nur dann, wenn die 
kleinere (Platin)Elektrode Anodeist. Die Zahl der Unterbrechungen 
nimmt mit wachsender Selbstinduktion des SchlieBungskreises ab, 
mit wachsender Betriebsspannung zu, mit wachsender GrôBe der 
Anode ab. Die Stromstärke (gemessen an einem Hitzdrahtamper- 


1) F. Richarz, Wied. Ann. 89, p. 231, 1890; ibid. 47, p. 581, 1892. 

2) R. Koch und A. Wüllner, Wied. Ann. 45, p. 478 und 7659 ff. 1892. 
3) A. Wehnelt, Elektrot. Zeitschr., Heft 4, 1899. 

4) P. Spie8 und A. Wehnelt, Verh. der deutsch. Physik. Gesellsch. I, 


__p. 58, 1899. 
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meter) nimmt mit wachsender Selbstinduktion des Schliefungs- 
kreises ab, mit wachsender Bestriebsspannung zu, mit wachsender 
GrôBe der Anode zu. 

Ferner haben Spiess und Wehnelt') aus ihren Versuchen 
geschlossen, daB die Stromkurve, nach der sich die Unterbrechungen 
vollziehen, horizontale Stücke auf der Nulllinie aufweisen müsse, d.h. 
daB der Strom während jeder Periode einige Zeit ganz unterbrochen 
bleibt. D’Arsonval?) fand, daf der Unterbrecher auch dann funk- 
tioniert, wenn man ibn an eine Wechselstromleitung (110 Volt) an- 
schlieBt, und da$ auch dann die Entladungen im sekundären Kreïse 
eines mit dem Unterbrecher betriebenen Induktoriums nur in einem 
Sinne erfolgen. Schlieflich teilen mehrere Beobachter mit, daf die 
Erscheinung von Druck und Temperatur der Füllungsflüssigkeit des 
Unterbrechers beeinflufit wird. So hat d’'Arsonval?) beobachtet, 
daf bei einer Temperatur die sich 100° nähert, der Unterbrecher 
versagt. Armagnat*) findet, daB man den Unterbrecher mit desto 
kleinerer Betriebsspannung erregen kônne, je heifer die Füllungs- 
flüssigkeit ist. 

3. Ueber den physikalischen Vorgang, der diese compli- 
cierten Eigenschaften des Unterbrechers bestimmt, haben Spies s und 
Wehnelt“ — durch den erwähnten Einflu8 der Selbstinduktion be- 
stimmt — die Ansicht ausgesprochen, es entstehe bei dem Vorgange 
eine Art von elektrolytischer Capacität C an der Anode, welche mit der 
Selbstinduktion L des SchlieBungskreises ein elektrisch schwingendes 
System von der Schwingungszahl T — x VLC bilde. Da dieser 
Erklärungsversuch nach vielen Richtungen hin unbefriedigt läBt, 
so habe ich von einer anderen Seite her Aufschluf zu erlangen 
gesucht und bin auf Grund zahlreicher Messungen zu der Auf- 
fassung gelangt, die im Folgenden mitgeteilt und an der Hand 
des Beobachtungsmaterials discutiert werden soll Wie ich nach- 
träglich fand, wird meine Auffassung in erfreulicher Weise durch 
die Versuche und Ansichten gestützt, die Herr Richarz über 
die Natur der an kleinen Elektroden auftretenden Uebergangs- 
wiederstände verôffentlicht hat‘). 

4, Die Methode meiner Versuche stützte sich auf die Be- 


1) P. Spiess und Wehnelt, Verh. der deutsch. Physik. Gesellsch. 
I, p. 53, 1899. 

2) d’'Arsonval,C. R. 128, p. 529, 1899. 

8) H. Armagnat, C. R. 128, p. 988, 1899. 

4) L c. 

5) F. Richarz, Wied. Ann. 39, p. 67—88 und p. 201—235, 1890; ibid. 47, 
p. 567— 582, 1692; ibid. 63, p. 261—267, 1897. 
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obachtung der Unterbrechungszeiten des Wehnelt-Unterbrechers 
unter den verschiedensten Versuchsbedingungen. Zu dem Zwecke 
wurden photographisch mittelst eines Fallpendels die Funken eines 
mit dem Wehnelt-Unterbrecher gespeisten Induktoriums regi- 
striert und nach Ermittlung der Pendelgeschwindigkeit gezählt. 
Die Pendelgeschwindigkeit ergab sich bei jeder Versuchsreihe aus 
einem Versuche, bei dem der Funken von einer Spitze aus über- 
sprang, die auf einer elektromagnetisch bewegten Stimmgabel von 
bekannter Schwingangszahl befestigt war. 

Die Versuche wurden so angestellt, daB jedesmal eine der 
Grôssen 

J Stromstärke (am Hitzdrahtampermeter gemessen), p Anoden- 
länge, d Anodendurchmesser, f Funkenlänge, { Temperatur der 
Füllfüssigkeit, E Betriebsspannung 
variiert wurde, während die übrigen môglichst constant gehalten, 
bezw. als Funktion der jeweiligen Variablen gemessen wurden. 
Die Fehlergrenze der Methode erwies sich kleiner als 5°}. 

5. Qualitativ wurde durch solche Versuche zunächst ermittelt, 

a) da8 der Wehnelt-Unterbrecher nur Oeffnungsfunken 
liefert und nicht Oeffnungs- und Schliessungsfunken, wie es die 
SpieB-Wehneltsche Auffassung hätte erwarten lassen; 

b) daB der Unterbrecher beim Betriebe mit Wechselstrom nur 
in demjenigen Aste der Stromkurve unterbricht, wo die Platinspitze 
Anode ist; 

c) daB eine Aenderung der Säuredichte des Unterbrechers 
innerhalb enger Grenzen, wie sie durch den Unterbrecherbetrieb 
selbst hervorgerufen wird, keinen bemerkbaren Einfluf auf die 
Unterbrecherzahl hat ; 

d) daB die Temperatur der Säure dagegen eine grôBere Be- 
deutung besitzt, in dem Sinne, daf bei hôherer Temperatur die 
Unterbrechungszahl ziemlich schnell abnimmt, bis bei 60° schon 
Unsicherheïit in der Wirkung eintritt. 

6. Quantitativ ergab sich als grundlegend für die Erklärung 
der Erscheinung, daf bei ein und demselben Unterbrecher immer 
dieselbe Unterbrechungsperiode T erhalten wurde, wenn man die 
Stromstärke constant erhielt. Da es sich um die am Hitzdraht- 
instrument gemessene Stromstärke 


Vif 
J +, 5 | d'dt 
handelt, so heift das, es war jedesmal die zu einer Unter- 
brechung nütige Stromarbeit constant. 


que 
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Die Tabellen I und II geben über dieses Verhalten Rechen- 
schaft. 

In denselben ist T die Unterbrechungsperiode, w ein Vor- 
schaltwiderstand zur Regulirung von J. 


Tabelle I: 
E = 70 Volt, p — 5,5 mm, d — 0,5 mm, J = 9 Amp. 
del f | w | T105 | 4 | 2h 

46 10 2,9 305 | +17 | 5,5 
47 | 12 | 24 | 300 | +12 | 4 
48 | 14 | 19 | 286 | -2 | 0,68 
49 (16 150) 906, 927068 
50 18 0,88 | 286 | —2 0,68 
51 | 20 | 0,03 | 270 | —18 | 63 
52 21 0 286 | —2 0,68 

Mittel 288 

Tabelle Il: 

E = 140 Volt, p — 5,5 mm, d = 0,5 mm, J = 11,9 Amp. 
ner | f | w | T. 105 | 4 | 2% 

FA ET 2 us Ce SE QE 
54 12 8,4 163 | —8 45 
55 14 2,1 140 | —31 | 22 
56 16 1,0 140 | —31 | 22 
BAIE 180 11975 61600 Sal 
58 20 2,4 179 | +8 4,5 
59 21 1,8 163 |! —8 4,5 
60 | 16 | 3,05 | 169 | —2 | 18 

Mittel 17i 


Nach Versuch 56 wurde die durch den andauernden Betrieb 
heiBgewordene Säure erneuert. Die Rubrik w zeigt entsprechend 
einen Einflu8 der Temperatur in dem Sinne, da eine grôBere Be- 
triebsspannung dazu gehôürt, um mit wärmerer Säure die gleiche 
Unterbrechungsperiode zu erzielen als mit kalter. Mit zunehmender 
Temperatur nimmt also die Unterbrechungszahl ab. 

7. Die unter 5 und 6 gefundenen Thatsachen drängen zu der 
Auffassung, da es sich bei dem Wehnelt-Unterbrecher 
nichtumeineelektrolytische, sondernumeine Wärme- 
wirkung handelt. Ich denke mir den Vorgang so: 

Wenn man den Unterbrecherstromkreis schlieft, so wächst 
der Strom wegen der vorhandenen Selbstinduktion relativ langsam 


12 
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zu seinem Endwerte an. Bei der Anordnung des Unterbrechers 
findet der Strom einen wesentlichen Widerstand nur auf der Ober- 
fläche der Platinspitze, da ihm überall sonst eine Bahn von relativ 
groBem Querschnitt zur Verfügung steht, der an der Platinanode 
plôtzlich auf die Grôfe der Spitzenoberfläche beschränkt wird. 
Somit wird auch die Entwicklung der Jouleschen Wärme durch 
den Strom wesentlich auf die Anodenoberfläche lokalisiert; die 
Temperatur wird mit der Dauer des Stromes dort sehr rasch 
wachsen, bis schliefilich eine Verdampfung über der ganzen Ober- 
fläche einsetzt und den Stromdurchgang plôtzlich unterbricht !). 
Dann tritt eine allmähliche Abkühlung ein, der Strom wird also 
wieder geschlossen und der Vorgang beginnt von Neuem. 

8. Umdiese Vorstellung quantitativzupräcisiren, 
teilen wir die Unterbrechungsperiode T in zwei Phasen, die eine 
vom Momente des Stromschlusses bis zur Unterbrechung (Zeit- 
dauer T'), die zweite von der Unterbrechung bis zum abermaligen 
Stromschluf (Zeitdauer T,). 

Man hat also 

(1) TT + Te 


In der ersten Phase ist die Stromstärke bekanntlich in jedem 
Zeïtpunkt { durch die Beziehung bestimmt 


) je Elie tt) 


wo ÆE die Betriebsspannung, w der Widerstand und Z die Selbst- 
induktion des Schliefungskreïises, e die Basis der natürlichen Loga- 
rithmen bedeutet. 

Den Widerstand w des SchlieBungskreises hat man, wie gesagt, 
im Wesentlichen auf die Oberfläiche der Anode beschränkt zu be- 
trachten. Da allgemein der Widerstand einer Flüssigkeitssäule 


w —= —— ist, wo ! und q Länge und Querschnitt der Säule, X 
der spezifische Widerstand der Flüssigkeit ist, so gilt im vorliegenden 
Falle w — Æ wo O0 — q die Anodenoberfläche bedeutet. Da 


wir über / nur das eine sagen künnen, daB es für denselben Unter- 
brecher denselben Wert haben wird, so erhalten wir 
lc 
(Het 20 = 


1) Vgl. dazu F. Richarz, Wied. Ann. 39, p. 81 ff. und p. 232, 1890; ibid. 
47, p. 579, 1892; ibid. 63, p. 261 f., 1597. 
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wenn wir die durch die Temperaturänderung bei wachsender Strom- 
stärke bewirkte Veränderung von Æ einmal auBer Acht lassen und 
einen mittleren Wert von X für die ganze Unterbrechungsperiode 
als constant setzen !). 

Im vorliegenden Falle wird der Strom nach der G1. (2) wachsen, 
bis die von ihm an der Anodenoberfläche entwickelte Joulesche 
Wärme so groB ist, daB dort eine Verdampfang und somit Strom- 
unterbrechung eintritt. 

Die hierzu nôtige Wärme mu nach der oben scizzirten Vor- 
stellung und den unter 6 mitgeteilten Versuchen für jeden Unter- 
brecher immer denselben Wert c, haben, der bei verschiedenen 
Unterbrechern das Resultat des Zusammenwirkens der Wärme- 
faktoren der Anode und ihrer Umgebung ist. Langsame Flüssig- 
keitsstromungen, die beim Betriebe des Unterbrechers auftreten, 
werden den Vorgang nicht beeinflussen, da derselbe so schnell 
abläuft, da8 dagegen die Flüssigkeitsbewegung nicht in Betracht 
kommt. Man erhält also den Ansatz 


Ti 
(4) 0,24 d Podt = 0. 
0 


Setzt man hierin + aus (2) ein und integriert, so erhält man 
schlieSlich 


02%E {7 _2L —5")., L me 
(5) Es Te (1e L )+a (ie } = €ç 
Mit Rücksicht auf GI. (2) nennt man bekanntlich die ZeitgrôBe 


= È , welche e 1° zu = macht, die Zeitconstante. Es ist das 


praktisch meist eine sehr kleine Zeitgrôfe. Im vorliegenden Falle 
wurde L der Primärspule des Induktoriums zu 4.10° cm, der Wider- 
stand des Unterbrecherkreises zu ca. 40 Ohm gemessen?). Somit 
ist die Zeitconstante von der GrôBenordnung ‘/10000 Sekunde. Der 


Strom hat also schon längere Zeit in seiner vollen Stärke = an- 


gedauert, ehe die Unterbrechung eintritt, À ist gegen 7, klein, 


e ” unde 
sind kleine Brüche, welche neben 1 zu vernachlässigen sind. 
1) Vel dazu F. Richarz, Wied, Ann. 89, p. 81ff., 1890; ibid. 47, 


p. 5731, 1892. 
2) Vgl dazu F. Richarz, Wied. Ann. 47, p. 575, 1892. 
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Damit wird aus (5) 


Fins = qu = 
Woraus 
(6) T = 4E+ 
und mit Rücksicht auf Gl. (3) 
(Ga) El nes 


Die Zeïitdauer T, der zweiten Phase des Unterbrechungs- 
vorgangs ist durch die Schnelligkeit bestimmt, mit der sich die 
Anode und ihre Umgebung wieder abkühlt, d. h. sie ist die Zeit, 
die vergeht, bis die isolierende Dampfschicht sich wieder conden- 
siert hat. Auch sie wird eine complicierte Funktion der Wärme- 
faktoren von Anode und Umgebung sein, worauf noch unten zurück- 
gekommen werden wird. Hier genügt es, darüber klar zu werden, 
daf bei demselben Unterbrecher, mit gleichbleibender Temperatur 
der Füllflüssigkeit T, stets dasselbe sein muf, was im Uebrigen 
für Versuchsbedingungen bestehen. Denn da jedesmal dieselbe 
Wärmemenge c, angesammelt werden mu, um die Unterbrechung 
zu bewirken, so wird auch stets die gleiche Zeit vergehen, bis 
dieselbe wieder verschwunden ist, wenn nur die Temperatur der 
Umgebung der Anode dieselbe bleibt. Man hat somit 


(7) DEC 
Setzt man jetzt 7, und 7, aus (6) und (7) in (1) ein, so folgt 
L C,w 
(8) T — LIT = À} D + + QG 
oder ; 
Lo  Ck 
(Ba) T = eh E*o 0 


eine Gleichung, welche für einen bestimmten Webh- 
nelt-Unterbrecher die Unterbrechungsperiode als 
Funktion der Betriebsspannung, der Anodenober- 
fläche und der Selbstinduktion des SchlieBungs- 
kreises bestimmt. 

9. In Uebereinstimmung mit den unter 2 angeführten Beob- 
achtungen lehrt die Gleichung (8a): | 

a) Die Unterbrechungszahl wächst mit wachsender Betriebs- 


12% 
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spannung, sie nimmt ab mit wachsender GrôBe der Anodenober- 
fläche und mit wachsender Selbstinduktion. 


b) Die Stromstärke, wie sie am Hitzdrahtampermeter gemessen 
wird, ist im vorliegenden Falle 


de V1 fra li (1e *) dt. 


Die Integration ergiebt nach Formel (5) unter Berücksichtigang 
des dort Gesagten 


E' L\ 
(9) Th Va (nes) 
Setzt man nach Gl. (6a) T, ein, so erhält man 
(10) nt 2e 
woraus schlieflich mit Benutzung von (8a) wird 
a 
(11) = V RTE CT Pris 
CRETE 
tot 


was wieder in Uebereinstimmung mit den unter 2 angeführten 
Beobachtungen besagt, daf die Stromstärke mit zunehmender Be- 
triebsspannung und wachsender Anodenoberfläche schnell zu-, mit 
wachsender Selbstinduktion des SchlieBungskreises abnimmt. 

c) Die Stromkurve muB so verlaufen, wie es SpieB und 
Wehnelt aus ihren Versuchen schlieBen, d. h. sie muB auf der 
Nulllinie horizontale Stücke von der Länge T, aufweisen. 

d) Die Temperatur mu sich, soviel sich übersehen läft, so 
geltend machen, wie es die Beobachtungen zeigen. Die Mes- 
sungen, die ich selbst unter Variation der Flüssigkeits-Temperatur 
zwischen 20° und 60° gemacht habe, ergeben, dafi die Unter- 
brechungsperiode T zunächst mit steigender Temperatur etwas 
abnimmt, dann von einem Minimum aus schnell wächst, bis bei 
60° der Unterbrecher unsicher zu arbeiten anfängt. Das spricht 
dafür, daB sich zwei Temperatureinflüsse entgegenarbeiten, wie es 
auch die Theorie erwarten läfit. Denn einmal wird (Formel 8) 
das w mit wachsender Temperatur kleiner, da die Leitfähigkeit 
der Säure zunimmt; ferner wird die bis zur Verdampfung zuzu- 
fiührende Wärmemenge C, kleiner, je hüher die Temperatur ‘der 
Säure ist; beides Einflüsse, welche T verkleinern. Dem wirkt 
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entgegen die mit wachsender Temperatur schnell wachsende Ab- 
küblungszeit C,, denn dieser Einfluss sucht T'zu vergrüBern. 

Somitgiebtdiehier entwickelte Theorie des Weh- 
nelt-Unterbrechers qualitativ alle bisherigen Beob- 
achtungen wieder. 

10. Quantitativ konnte die Gleichung (8) einstweilen erst 
insoweit geprüft werden, als sie die Unterbrechungsperiode als 
Funktion der Betriebsspannung enthält. Da die Untersuchungen 
immer mit demselben Induktorium bei gleichbleibender Belastung 
gemacht sind, so ist L constant zu setzen; ebenso war w constant, 
da mir ein Unterbrecher mit regulierbarer Anodenoberfläche erst 
seit Kurzem zu Gebote steht. 

Somit wird aus Gl. (8) 


(D T=4+%, wo 4 = ÿT+0, und B = On. 


Mit zunehmender Betriebsspannung näbhert sich also die Unter- 
brechungszeit asymptotisch einem Minimalwerte 


L 
“AS — TC 


In Tabellen III und IV sind zwei entsprechende Versuchs- 
reihen wiedergegeben. Zuerst wurden die Constanten B, dann À 
aus den Versuchen berechnet. Die Rubrik T.10° ber. enthält die 
nach den gefundenen Formeln berechneten Werte von T. 


Tabelle IL: 
{= 15cm, p = 5,bmm, d = 8 mm, 
T.10° ber. — 107 + ii. F3 
Platten- T.105 | T. 105 

No. EVok. beob. | ber. a LE 
24 140 | ‘138 | 138 | +0 C0 
25 130 | 143 LEP +0 
26 120 | 152 149483 2 
27 110 | 163 157 | —6G | — 3,6 
28 100 174 | 168 | —6 |—3,0 
29 90 183 18241 + 0,5 


80 | 80 | 195 | 202 | +7 |+3,7 
2 à heba) Lo MN DAS € Pi rm AE MEN 
32 | 60 | 260 | 261 | —9 |—35 
33 | 60 | 405 | 361 | —54 | — 10 
84 | 40 | 588 | 487 | —61 | —10 
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Tabelle IV: 
f—=-20cm, p = 55mm, d = 0,8 mm. 


TML0 bé 12e Fe 
Platten- T105 | T105 $ 
no [Evo beob. ber. 4 | lo 


85 | 140 | 174 | 169 | —5 | —2,9 
86 | 130 | 172 | 176 | +4 | +2,2 
37 | 120 | 186 | 185 | —1 | —05 
838 | 110 | 192 | 196 | +4 | +2,0 
839 | 100 | 210 | 211 | +1 | +0,5 
40 90 | 238 | 231 | —7 | —3,0 
al 80 | 265 | 259 | —6 | —-23 
42 70 | 305 | 300 | —5 | —1,6 
43 60 | 352 | 364 | +12 | +3,38 

Dieobenentwickelte Theoriegiebt also auchquan- 
titatv die Beobachtungen mit groBer Zuverlässigkeit 
wieder, soweit die Abhängigkeit von der Betriebs- 
spannung in Frage komnmt. 

Ueber die Versuche mit denen ich beschäftigt bin, die Theorie 
in ihren weiteren Folgen quantitativ zu bestätigen, hoffe ich bald 
berichten zu kônnen. Es bieten namentlich die Gleichungen 9 bis 
11 die Handhabe zur experimentellen Ermittelung der Constanten 
C, und C,, über deren zunächst noch wenig zu übersehende 
Natur damit Aufschluf zu erwarten ist. Ferner bin ich beschäf- 
tigt, den EinfluB der Selbstinduktion, sowie die Stromcurve der 
Unterbrechungen nach einer Methode zu untersuchen, welche sich 
auf die elektromagnetische Drehung der Polarisationsebene gründet. 

11. Für die Anwendung des Wehnelt-Unterbrechers beim 
Betriebe von Induktorien ist es wichtig, noch die maximale Strom- 
stärke Jr, abzuleiten, welche im Momente der Unterbrechung be- 
steht, und die für die Funkenlänge im Sekundärkreise maaBgebend 
ist. Zu dem Zwecke hat man in Gl. (2) 

i = (L —e ? ) 
w 


für { die Zeit T, aus 6 einzusetzen und erhält schlieflich 


E 1 Eo 1 
Ru ue ae Jet 
Abri e  0LE' 


Jus 
(13a) en Jmôx — Let ORAN 
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Je grüfier die Betriebsspannung und je grôBer die Anoden- 
oberfläche, desto grôBer wird das Jmax, desto kleiner wird aber 
auch das zweite Glied der Kammer. Den gleichen Einfluf hat 
eine VergrôBerung der Selbstinduktion. Mit wachsender Betriebs- 
spannung wächst der Wert von Jr, sehr schnell und nähert sich 
asymptotisch dem Werte 


LE —— & À fi À 


12. Von den unter 2 aufgezählten Eigenschaften des Wehnelt- 
Unterbrechers bleibt somit nur noch die eine aufzuklären, warum 
er nur in einem Sinne arbeitet, d. h. nur dann, wenn die kleinere 
Elektrode die Anode ist. Die Theorie giebt darüber zunächst 
keinen Aufschluf. Doch lieBe sich denken, daf die Wärmeleit- 
fähigkeit des elektrolytisch abgeschiedenen Gases unter Umständen 
die Wirkung einseitig gestalten kônne. Denn wenn ein Gas mit 
so groBer Wärmeleitfähigkeit wie Wasserstoff die kleinere Elek- 
trode umspült, so wird die entwickelte Joulesche Wärme sebr 
schnell in die Umgebung abgeleitet und es kommt unter Umständen 
nicht zu einer Verdampfung. Ist das richtig, so muf eine Steige- 
rung der Betriebsspannung doch schliefilich zum Ziele führen. Ein 
Versuch mit 300 Volt bestätigte das. Jetzt trat eine Unter- 
brechung auch ein, wenn die kleinere Platinelektrode Kathode 
war. Aber es zeigte sich eine weitere Erscheinung, die der ersten 
Ueberlegung scheinbar wiederspricht: nämlich die Platinspitze 
wurde sehr schnell weifglühend und schmolz ab. Hier ist also 
noch eine zweite Wirkung des abgeschiedenen Kathions anzu- 
nehmen, welche die Erscheinung compliciert. 

Um zu prüfen ob etwa eine Wirkung des Wasserstoffs auf 
das heife Platin vorliege, wurde der Versuch mit einer Füllung 
von Kupfer- oder Zinkvitriollôsung wiederholt: Jetzt wirkte der 
Unterbrecher ebensowohl in dem einen, wie in dem anderen Sinne. 
Somit ist es eine Wirkung des Wasserstoffs auf das Platin, welche 
bei dem Wehnelt-Unterbrecher in der gewôühnlichen Form die 
Einseitigkeit bestimmt. 

Es liegt nahe an die Adsorptions- oder Diffusionswirkungen zu 
denken, wie sie beim Platin und Wasserstoff schon mehrfach be- 
obachtet sind. Wie ich sehe, haben auch die Herren Koch und 
Wüllner!), sowie Herr Richarz und andere bereits solche Wir- 
kungen zur Erklärung gewisser Unregelmäfigkeiten herangezogen, 


1) R. Koch und A. Wüllner, Wied, Ann. 45, p. 774, 1892, 
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die sich ihnen bei der Untersuchung des Uebergangswiderstandes 
kleiner Platinelektroden in verdünnter Schwefelsäure zeigten'). Die 
Entzündung des Wasserstoffs durch Platinmoor ist die bekannteste 
Erscheinung der Art. Ferner gehôrt folgender interessante Ver- 
such von Bellati und Lussana*) hierher: Ein Barometer wurde 
oben durch eine aufgesetzte Eisenplatte verschlossen und durch 
Aufkitten eines Glasringes ein Voltameter hergestellt, dessen 
Boden und gleichzeitig Kathode die Eisenplatte bildete; sobald 
der Strom geschlossen wurde, fiel das Quecksilber im Barometer, 
indem der auf der oberen Seite der Eisenplatte elektrolytisch 
entwickelte Wasserstoff in die Barometerleere diffundierte. Schlief- 
lich sei ein Versuch erwähnt, den Professor Planck in seiner 
Vorlesung einmal mitteilte: Ein Glasballon mit einem in die Wand 
eingeschmolzenen Platindrahte wurde mit Wasserstoff gefüllt. 
Wurde jetzt der Platindraht längere Zeit durch eine Bunsen- 
flamme glühend gehalten, so war schliefilich der Wasserstoff durch 
das glühende Platin herausdiffundiert. Eine solche ja stets mit 
starker Wärmeentwicklung verbundene Diffusion und Occlusion 
des elektrolytisch abgeschiedenen Wasserstoffs in die heife Platin- 
spitze liegt offenbar bei dem Wehnelt-Unterbrecher vor, wenn 
dieselbe Kathode ist, und bewirkt, da8 schlieflich das Platin weiB- 
glühend wird und abschmilzt. 

Somit ist die Einseitigkeit des Wehnelt-Unterbrechers in 
seiner gewühnlichen Form eine sekundäre Erscheinung, die mit 
dem eigentlichen Unterbrechungsvorgang nichts zu thun hat. 


Güttingen, Physikalisches Institut der Universität, 
25. April 1899. 


1) F. Richarz, Wied. Ann. 47, p. 582, 1892. 
2) Atti R. Ist. Veneto (7), 1 p. 1173, 1890. Vgl. Nernst, Theor. Chemie 
IL Aufñl., p. 167, 1898. 


Notiz über schnelle Funkenentladungen. 
Von 
Hermann Th. Simon. 


Vorgelegt von Eduard Riecke in der Sitzung am 6. Mai 1899. 


Wird ein grôBeres Funkeninduktorium mit einem Unterbrecher 
von hoher Unterbrecherzahl (z. B. Wehnelt- Unterbrecher) be- 
trieben, so geht die gewühnliche hellglänzende, zickzackfôrmige und 
knatternde Funkenentladung zwischen zwei Spitzen oder Kugeln in 
eine flammenbogenartige, lebhaft flackernde Entladungsform über, 
deren Bahn keinerlei scharfe Zacken mehr aufweist. Gleichzeitig 
geht das Knallen in ein Pfeiffen über, die Farbe des Funkenlichtes 
erscheint verändert, die Helligkeit wesentlich verringert. Diese 
Erscheinung ist von Wehnelt') und SpiefB und Wehnelt” 
in den Berichten über den ,elektrolytischen Unterbrecher“ be- 
schrieben. Spief und Wehnelt erwähnen dabei, daf man 
diesen ,Flammenbogen“ länger ausziehen kann, als sonst die maxi- 
male Schlagweite des benutzten Induktoriums beträgt. Das zeigt 
sich auch so: Hat man eine horizontale Funkenstrecke, so entsteht 
durch die im ,Flammenbogen“ entwickelte Erwärmung ein leb- 
hafter Luftstrom, welcher denselben mit nach oben zu reifen 
sucht. Dabei vergrüfiert sich seine Bahn infolge der Krümmung 
oft weit über die gewühnliche Länge, bis sie so grofen Wieder- 
stand leistet, daB der Strom abbricht, um an der kürzesten 
Stelle der Funkenstrecke wicder einzusetzen. Läft man die Ent- 
ladung zwischen zwei Metallstangen ïüberspringen, die so gegen- 
einander geneigt aufgestellt sind, dafi sich nach oben hin ihr Ab- 

1) A. Wehnelt, Elektrot. Zeitschr. Heft 4, 1899. 

2) P. Spie8 und A. Wehnelt, Verh. der deutsch. Physik. Gesellsch. I, 
p. 63, 1899. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-pbys. Klusse. 1899. Left 2. 13 
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stand vergrôBert, so beginnt die Entladung an der engsten Stelle, 
wandert immer hôher hinauf zu Stellen 4 bis 5 mal grôBeren Ab- 
standes, bis sie schlieflich zerreift, um unten von neuem ein- 
zusetzen. (Es ist diese letzte Anordnung sehr geeignet, das Princip 
der modernen Blitzschutzapparate an elektrischen Anlagen zu de- 
monstrieren.) 

Bläst man in einen Entladestrom der beschriebenen Art Luft, 
so geht der ,Flammenbogen“ in die gewühnliche zickzackformige 
Funkenentladung über. 

Ueber die besonderen Eiïgenschaften beider Entladungsformen 
giebt ihre photographische Aufnahme nach mancher Richtung hin 
interessanten Aufschluf. Man stellt dazu die Funkenstrecke 
zweckmäBig vertikal. Die Aufnahmen zeigen, daB die gewühn- 
liche Funkenentladung aus einzelnen Funken besteht, deren jeder 
eine besondere gezackte Bahn beschreibt; da der ,Flammen- 
bogen“ zwar auch aus vielen einzelnen Funken besteht, die aber 
alle dieselbe wellig gewundene Form aufweisen, und von denen 
jeder folgende immer sehr nahe dieselbe Bahn, wie der vorher- 
gehende verfolgt. Auf der Photographie stellt sich die Auf- 
einanderfolge vieler Funken als ein Kurvensystem dar, welches 
auf einer vielfach gekrümmten und wellig gewundenen Fläche 
gezogen ist. 

Noch deutlicher tritt die Aehnlichkeit der Formen aufeinander- 
folgender Funken und die allmähliche Veränderung derselben 
hervor, wenn man die beschriebene Entladungserscheinung auf 
einer bewegten Platte so photographiert, daB die aufeinander- 
folgenden Funken nebeneinander abgebildet werden. Dann er- 
scheinen die einzelnen Funkenbahnen als nahezu parallele wellig 
gewundene Kurven von identischem Krümmungscharakter. 

Aus dieser Analyse des Flammenbogens ist zuentnehmen: Wenn 
die Funken in einer Funkenstrecke häufig genug aufeinanderfolgen, 
so findet jeder folgende durch den vorhergehenden eine Bahn vor- 
bereitet. Diese Bahn ist infolge irgend einer durch den Durch- 
gang eines Funkens bewirkten physikalischen Veränderung der 
sie bildenden Luft geeigneter, einen folgenden Funken aufzu- 
nehmen, als jede andere. Wenn die Luft, in der diese Bahn ver-. 
läuft, bewegt ist, so wird auch der nächste Funken immer räum- 
Lich gegen den vorhergehenden verschoben erscheinen, doch 80, 
daf der Gesamtcharakter der Funkenbahn derselbe bleibt. 

Da also die einmal vorbereitete Funkenbahn dem Durchgang eines 
Funkens einen viel kleineren Widerstand bietet, also gewühnliche 
Luft, so erklären sich ohne Wciteres die oben erwähnten Eigen- 
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schaften des ,Flammenbogens“: daf man ïihn länger ausziehen 
kann, wie die gewühnliche maximale Schlagweite des Indukto- 
riums beträgt; daf er beim Ueberspringen zwischen geneigten 
Stangen einen vier- bis fünffach grôBeren Weg durch eine vor- 
bereitete Luft -Bahn vor dem einfachen in gewôhnlicher Luft be- 
bevorzugt ect. 

Da bei langsamen Entladungen die einzelnen Funken jedes- 
mal eine andere Bahn suchen, so ist zu schliefen, daB die er- 
wähnte Vorbereitung einer Funkenbahn durch einen vorangegange- 
nen Funken nur eine bestimmte Zeit anhält. Es schien mir von 
gro$em Interesse, diese Zeit zu bestimmen, um weiterhin über die 
Natur der beschriebenen Erscheinung näheren Aufschluf zu er- 
langen. Zu dem Zwecke habe ich eine Reïhe von Versuchen nach 
folgender Methode angestellt: Die Funkenentladungen zwischen 
den Spitzen einer vertikal gestellten Funkenstrecke wurden auf 
einer an einem Fallpendel befestigten photographischen Platte 
aufgenommen und mit Hülfe der vorher ermittelten Pendel- 
geschwindigkeit die Zeit zwischen zwei Funken gemessen. 

Durch mannigfache Veränderung der Betriebsbedingungen 
eines Wehnelt-Unterbrechers, wie er zu den Versuchen benutzt 
wurde, konnte man die Unterbrechungszahl variïieren und diejenige 
ermitteln, bei der die Flammenbogenentladung gerade anfing, in 
die gewühnliche Funkenentladung überzuspringen. 

Aus diesen Versuchen ergaben sich mit guter Uebereinstimmung 
vorläufig folgende Resultate: 

1. Die Bahn eines Funkens, der zwischen Spitzen in ruhender 
Luft von gewôhnlichem Druck überspringt, wird auch von einem 
folgenden Funken allen anderen Bahnen vorgezogen, solange der- 
selbe nicht später als 0,0028 Sekunden auf den ersten folgt. 
Folgt er nach dieser Zeit, so wählt er sich eine neue zickzack- 
fôrmige Bahn. 

2. Von der Länge der Funkenstrecke scheint diese Zeit in 
weiten Grenzen unabhängig zu sein. 

8. Soweit die bisherigen Versuche übersehen lassen, ist die 
Dauer des beschriebenen Leitungszustandes einer Funkenbahn von 
dem Material der Spitzen, zwischen denen die Funken überspringen, 
unabhängig. 

Ich bin damit beschäftigt, den Einfluf der Temperatur und 
des Druckes der Luft auf die Zecitdauer des beschriebenen Zu- 
standes zu untersuchen, ferner auch für andere Gase als Luft die 


entsprechenden Daten zu gewinnen. 
13* 
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Das Bild, welches ich mir auf Grund der bisherigen Ver- 
suche von dem Vorgange gemacht habe, läft erwarten, daf sich 
eine Beziehung der Zeitdauer der Erscheinung zu den Constanten 
der kinetischen Gastheorie ergeben dürfte. Doch wäre einst- 
weilen jede Spekulation darüber verfrüht, solange nicht weitere 
Versuche eine bestimmte Handhabe bieten. 


Gôttingen, Physikalisches Institut der Universität, 
April 1899. 


Ueber die Verteilung der Stetigkeits- und Un- 
stetigkeitspunkte bei punktweise unstetigen 
Functionen einer reellen Variabeln. 


Von 
A. Schônflies in Kônigsberg in Pr. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 22. Juli 1899. 


Im Folgenden teile ich einige Resultate mit, die die Lage 
der Unstetigkeitspunkte einer reellen endlichen Function einer 
reellen Variabeln betreffen und als deren Bereich ich der Ein- 
fachheit halber die Strecke 0..1 wähle. Sätze allgemeineren In- 
halts sind auf diesem Gebiet nur wenige vorhanden ‘), insbesondere 
solche, die sich an die Begriffe der Mengenlehre knüpfen. An- 
drerseits wird aber meines Erachtens das VerständniB und die 
Anschaulichkeit der bezüglichen Verhältnisse durch die Hilfsmittel 
der Mengenlehre wesentlich gefürdert ; aus diesem Grunde scheint 
mir die Mitteilung der folgenden Sätze hinlänglich gerechtfertigt 
zu sein. 

Ich schicke zunächst folgende Bemerkung voran. Ist a ein 
beliebiger Wert der Variabeln und a—#s../a-s ein ihn ein- 
schlieBendes Intervall?), so soll die Functionsschwankung in die- 
sem Intervall durch 6 bezeichnet werden. Convergirt s gegen 
Null, so convergirt die Schwankung 6 gegen eine untere Grenze 
k, die man, falls sie von Null verschieden ist, den Sprung an 
der Stelle a nennt, die ich aber lieber als den Unstetigkeits- 


1) Eine Zusammenstellung der Hauptresultate gab z. B. Herr Pasch in Ann. 


80, S. 139 f. 
2) Dem Intervall môgen die Endpunkte zugerechnet werden. Es ist be- 


langlos, hier zwischen dem äuferen, dem inneren Intervall u.s. w. zu unter- 
scheiden. 
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grad © an der Stelle a bezeichnen môchte. Aus dieser Definition 
folgt, daf jeder Stelle « eine bestimmte Zahl # zugehôrt, so daf 
für k'= % stets Intervalle a—&'....a+e' existiren, in denen 6 <#' 
ist, während es für 4’ k solche Intervalle nicht giebt. 

Es besteht nun der Satz, daB jede Grenzstelle von Punkten 
oZ>k selbst ein Punkt w=% ist. Dieser Satz ist sozusagen 
selbstverständlich, und doch ist er bisher nicht benutzt worden. 
Da er die Grundlage der folgenden Resultate bildet, so môge ein 
exacter Beweis hier eine Stelle finden. 

Seien a,,a,,a,... Punkte © = #% und « ihre Grenzstelle. Wäre 
nun « kein Punkt w=%, so müsste es eine Grôüfe k, <k geben, 
so daB « ein Punkt © — &, ist. Alsdann wähle man &' so, da 
k, <k! <%k ist; so gäbe es sicher ein Intervall «—s..x+e, in dem 
6<%k! wäre. Innerhalb dieses Intervalls gäbe es daher auch 
Punkte a,, resp. Intervalle a ,—68,...a,+e, für die o<k' wäre, 
was aber ausgeschlossen ist, da a, ein Punkt w = k ist. 

Liegen daher die Punkte wZ% in einer Strecke überall 
dicht, so gehôüren ihnen alle Punkte der Strecke an. Soll also 
f(x) in einem Intervall punktweïse unstetig sein, so kônnen die 
Punkte © Z=% nirgends dicht liegen; und da jeder Grenzpunkt 
ihnen zugehôrt, so folgt: 

Bei einer punktweise unstetigen Function bil- 
den die Unstetigkeitspunkte wZ% für jedes k eine 
nirgends dichte, abgeschlossene Menge X. 

Derartige Mengen sind uns aber in ihrem Bau wohlbekannt. 
Sie werden durch Strecken bestimmt, die von Punkten der Menge 
frei sind, die das Intervall überall dicht bedecken, und die ent- 
weder aufer einander liegen oder nur mit den Endpunkten anein- 
ander grenzen; und zwar besteht die bezügliche Menge aus den 
Endpunkten dieser Intervalle, sowie aus deren Grenzpunkten !). 

Um hiervon eine Anwendung zu machen, beweiïise ich den 
Satz, den Herr Dini über Functionen aufgestellt hat, die Un- 
stetigkeiten zweiter Art nur auf derselben Seite (links oder 
rechts) des bezüglichen Punktes haben?) Ist % beliebig und X 
wieder die zugehürige nirgends dichte Menge der Punkte © = 4, 
so ist nach einer von Herrn Cantor aufgestellten, wichtigen 
Formel ©) | 


1) Vgl. z. B. das von Herrn Cantor in Ann. 23, S. 470 gegebene Theorem, 
aus dem das obige folgt. Auch verweise ich auf meinen demnächst in Bd, 7 
des Jabrb. d. d. M.V. erscheinenden Bericht über Mengenlehre. 

2) Grundlagen für eine Theorie der Functionen etc. $ 187, 4; S. 836. 

3) Vel. z.B. Math. Ann."23, S. 466. 
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K—= R+S, 


wo R von der ersten Mächtigkeit ist, und S den etwa in X ent- 
haltenen perfecten Bestandteil darstellt. Dieser ist aber für die 
betrachtete Menge notwendig Null, da eine perfecte Menge s0- 
wobl rechtsseitige, wie linksseitige Grenzpunkte besitzt.. Es ist 
daher X von der ersten Mächtigkeit, und demnach der Inhalt 
von À Null, womit der Satz Dinis bewiesen ist. 

Die Bedingung des obigen Satzes ist aber auch umkehrbar. 
Um dies darzutun, betrachte ich eine beliebige, gegen Null ab- 
nehmende Menge positiver Grüfen 
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und nehme an, daf jedem #, eine nirgends dichte Menge X, von 
Unstetigkeitspunkten © = #, entspricht. So ergiebt sich eine Reïhe 
von Mengen 

KÉRRPER EE Km, en 


deren jede alle vorhergehenden als Teilmengen enthält, und die 
für lim %, = O0 die sämmtlichen Unstetigkeitspunkte mehr und 
mehr absorbiren. Es kann nun vorkommen, daB die Punkte von 
KÆ, mit wachsendem » in jedes Intervall eindringen und das Inter- 
vall O0 .. 1 zuletzt überall dicht bedecken, doch braucht dies na- 
türlich nicht der Fall zu sein. Jedenfalls aber kann man nach- 
weisen, daf die Stetigkeitspunkte noch überall dicht liegen. Ist 
nämlich a..b irgend ein Intervall, so ist es entweder von Punkten 
der Menge X, frei, oder aber es giebt doch in ihm ein solches 
Intervall &,...8B,. Nür dieses Intervall giebt es wieder ein ana- 
loges Intervall &, ...8,, das von Punkten von X, frei ist, u.s.w. 
man erhält so zwei Folgen 


Mic rit un) Beaba. 
die zwei Punkte «&' und 8’ bestimmen. Diese fallen entweder zu- 
sammen und liefern dann einen Stetigkeitspunkt oder aber sie 
bestimmen ein Intervall, dessen sämmtliche Punkte Stetigkeits- 
punkte sind. D. h. 

Bilden die Unstetigkeitspunkte oZ% für jedes & 
eine nirgends dichte Menge, so ist die zugehôrige 
Function punktweise unstetig. 

Damit ist eine notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für gefunden, dass eine Function punktweïse unstetig ist. Han- 
kel katte bekanntlich ebenfalls eine solche Bedingung aufgestellt ?) ; 


1) Tübinger Univ.-Progr. 1873, S. 25. Vgl. auch Ann, 20, S. 87. 
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sie knüpfte sich an den Inhalt der Mengen X,, hat sich jedoch 
nicht als richtig erwiesen. Das vorstehende zeigt, daf der In- 
haltsbegriff die Stetigkeitsfragen nicht beeinflufit, von ïihm hängt 
nur die Integrirbarkeit ab. Es ist nicht schwer, die Hankelsche 
Bedingung auch in dieser Hinsicht durch eine richtige Formulirung 
zu ersetzen. 

Aus der Formel À = R+S$ folgt, daB für den Inhalt von 
K nur der Inhalt der perfecten Menge S in Frage kommt, da ja 
R immer den Inhalt Null hat. Die Inhaltsfrage ist damit auf 
die Untersuchung der perfecten Mengen reducirt. Nun wird jede 
perfecte Menge S durch einander ausschliefende Intervalle bestimmt, 
die von Punkten der Menge frei sind, und besteht aus den End- 
punkten dieser Intervalle, sowie aus den Grenzpunkten ihrer 
Endpunkte'). Sei nun ! das grôBte punktfreie Invervall der 
Strecke 0 ...1 und zerlege die Gesammtstrecke in die drei Inter- 
valle w,, 7, u,. Ebenso sei Z, das grôfite punktfreie Intervall in- 
nerhalb «,, und !, das grôBte derartige Intervall für «,. Dadurch 
môügen #, und %, in %,,, d,, %,,, resp. %,,, l,, u, zerfallen, und es seien 
wieder L,,, L,, L:, l, die grôBten punktfreien Intervalle von ,, 
Us Us Un 0 8. W. Nach Ausscheidung von Z bleibt von der Ein- 
heitsstrecke noch das Intervall 1—7 für die Punkte der Menge 
S zur Verfügung. Setzen wir nun 


+1, = l'(—-1); V<1, 
so bleibt für die Punkte von S jetzt nur noch das Intervall 
1—1—1V(-7 = (-D(1—7 


zur Verfügung. Von ihm werden die Strecken {,, ausgeschieden ; 
setzen wir 


Litltltl = l(A-D(—-0); l<1, 
so bleibt von der Gesammtstrecke nur noch das Intervall 
@—D)(4—-7)(41—7) 
zur Verfügung u.s. w.; und daraus folgt nun sofort: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung 


dafür, da die perfecte Menge S den Inhalt Null 
besitzt, besteht darin, da das Product 


{—D(41—7)(1—7).... 
gegen Null convergirt. 


1) Vgl. die Anmerkung auf S. 172. Für das genauere verweise ich wieder 
auf meinen demnächst erscheinenden Bericht über Mengenlehre im Jahrb. d. 
deutsch. Math. Vereing. Bd. 7. 
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Die oben gegebene Analyse einer punktweise unstetigen 
Function führt auch zu einer Bestimmung der Mächtigkeit der 
Stetigkeitspunkte ; es besteht nämlich der Satz : 

Die Stetigkeitspunkte einer punktweise unste- 
tigen Function besitzen die Mächtigkeit c des Con- 
tinuums. 

Ist nämlich X, die Menge der Unstetigkeitspunkte © = #,, so 
sei à irgend ein Intervall, das von Punkten dieser Menge frei ist. 
Beim Uebergang von X, zu K, bleibt entweder Ô selbst von 
Punkten der Menge X, frei, oder es zerfällt in eine endliche oder 
gar unendliche Menge von Teilintervallen dieser Art. Geht man 
von À, zu X,, K,... über, so tritt dieses Zerfallen entweder nur 
in endlicher Zahl ein, oder aber der ProceB des Zerfallens wie- 
derholt sich unendlich oft. Im ersten Fall giebt es innerhalb à 
ganze Intervalle, deren sämmtliche Punkte Stetigkeitspunkte sind, 
und der Satz ist erwiesen. Im zweiten Fall verfahren wir so: 
Zerfällt ein Intervall, so zerfällt es in mindestens zwei Teile; 
giebt es deren mehr, so wählen wir unter ihnen zwei beliebige 
aus, die wir ins Auge fassen. Aus Ô entstehen so die Intervalle 
à, und 0, aus à, und à, resp. die Intervalle d,,, d,,, d,,, 0, aus 
ihnen die acht Intervalle 0, u. s. w. Jedes so entstehende Inter- 
vall erhält daher einen Index, der durch eine Zahlfolge 


MASON 2. a, —"0 oder 1 


dargestellt wird, und bestimmt in der Grenze mindestens einen 
Stetigkeitspunkt !). Dieser Stetigkeitspunkt kann daher dem un- 
endlichen Dyalbruch 


Ofa, aa. "as 0-oder:i 


zugeordnet werden, wobei sogar den Brüchen, die doppelt ge- 
schrieben werden kôünnen, zwei Stetigkeitspunkte entsprechen. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Ich füge hierzu noch folgenden leicht beweisbaren, und wie 
mir scheint, nützlichen Satz : 

Bilden für eine punktweise unstetige Function 
die Punkte, an denen sie einen constanten Wert be- 
sitzt, eine überall dichte Menge Q, so gehôren die 
Stetigkeitspunkte der Function sämmtlich der 
Menge Q an. 

Jeder Punkt gehôrt nämlich zur Menge Q, oder nicht. Ist 
x ein Punkt, der nicht zu Q gehürt, so muB sein Functionswert 


1) Es kann sogar auch eine Stetigkeitsstrecke bestimmen, vgl. oben S. 173. 
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von dem Wert, der den Stellen von Q entspricht, verschieden 
sein, und es kann daher x kein Stetigkeitspunkt sein. Damit ist 
der Satz bewiesen. Es folgt aus ihm, daB die Menge Q die 
Mächtigkeit cbesitzen muB, damit eine an allen 
Stellen von Q constante Function punktweise un- 
stetig sein kann. Man kann z. B. keine punktweise unste- 
tige Fanction bilden, die nur an den rationalen Stellen einen con- 
stanten Wert hat !). è 

Weitergehende Schlüsse lassen sich nicht machen, da ja die 
Mengen K Grenzpunkte besitzen kônnen, die der Menge Q ange- 
hôren. Man kann z. B. vorschreiben, daB die Function an den 
Stellen einer nirgends dichten unendlichen Menge Q, einen eben- 
falls constanten Wert besitzt; dann sind alle Punkte von Q,, so- 
wie deren Grenzpunkte Unstetigkeitspunkte; diese Grenzpunkte 
aber sind Punkte von Q. 

Fanctionen, für die die einzelnen Mengen K, aus unendlich 
vielen Punkten bestehen, sind bisher nur in geringem Maafe auf- 
gestellt worden ?). Ich môüchte daher zum SchluB dieser Note ein 
Beispiel einer Function aufstellen, das in dieser Hinsicht das 
äuBerste leistet, was müglich ist. Ich werde nämlich eine Function 
angeben von folgender Eigenschaft. 

1) Für jeden Wert 0 <£<1 giebt es eine Menge G;, in 
deren Punkten der Unstetigkeitsgrad © genau den Wert £ hat; 
die Gesammtheit dieser Mengen G; hat also die Mächtigkeit des 
Continuums ; 

2) jede Menge Gz besitzt selbst die Mächtigkeit des Conti- 
nuums ; und 

3) die Function ist längs unendlich vieler überall dicht ver- 
teilter Intervalle constant, so da selbst die Gesammtheit der 
Punkte aller Mengen G£ nur eine nirgends dichte Menge bildet. 

Dies kann folgendermafen geschehen. Aus dem Intervall 
0 ...1 greife ich alle Punkte heraus, die als Decimalbrüche ge- 
schrieben nur die Ziffern O0 und 1 enthalten *), und zwar mit Aus- 


1) Vgl. hierzu auch Volterra, Giorn. d. Mat. Bd. 19, S. 76. 

2) Ein Beispiel einer solchen Function giebt Herr Brodén in Ann. 51, S. 814. 

3) Die obige Construction der Mengen Gg£ deckt sich der Sache nach mit 
derjenigen, die ich in diesen Nachrichten, 1896, Heft 4 verôffentlicht habe. Ich 
füge binzu, da$ Mengen der Form 0, 4 a as.... für alle a, = 0 oder 1, s0- 
wie andere durch Zifferngesetze definirte Mengen von der Mächtigkeit des Conti- 
nuums schon vorher von Herrn Cantor construirt und benutzt worden sind 
(z. B. Ann. 21, 8. 690); meine eigene Leistung reducirt sich darauf, für den 
Nachweis, da8 diese Mengen die Mächtigkeit c besitzen, die einfache Formulirung 
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schluB derer, in denen von einer bestimmten Stelle an nur Nullen 
auftreten. Diese bilden eine nirgends dichte Menge G, der Mäch- 
tigkeit c; einer ihrer Punkte sei 

D 0 4 dd. 0 = UTOU0L re 
Nun sei 

Étes 00.0... 00, = DOUerrI 
irgend ein analoger Bruch, so bilde man 

ze = Lt 2Ë = 0, cc,c, ..……. 
so dass 
€, — a,+ 2b, 

ist, und bezeichne die mittelst eines festen £ aus allen Punkten 
von G, abgeleiteten Punkte zx durch Gy, so sind die Punkte 
von G£ unter sich und von den Punkten von G, verschieden. Das 


gleiche gilt aber auch für irgend zwei Mengen G£ und G+. Näm- 
lich die Zahlen 


0, cc,c,.... und 0, ccc,...... 
sind dann und nur dann gleich, falls c, — c! ist, d. h. 
a,+2b, = a; +2b!, 
woraus wieder notwendig a, = a; und b, — b! folgt. Da nun 


die Werte Ë die Mächtigkeit c besitzen, so gilt dies auch von 
den Mengen G?; andrerseits ist auch klar, daf diese Mengen die 
Strecke 0..1 immer noch nirgends dicht erfüllen, da sie nur De- 
cimalbrüche mit den Ziffern 0 123 darstellen. 

Lesen wir jetzt den Decimalbruch für £ dyadisch, so wird 
dadurch, der obigen Festsetzung gemäf, jeder Wert zwischen 0 
und 1 — Null auszenommen — genau einmal dargestellt; ich will 
diesen Wert mit (£) bezeichnen. Bestimmt man nun eine Func- 
tion f{x) so, daf 


(x£) — (8), fo) —= 0 


ist, während f(x) an allen andern Stellen cbenfalls den Wert Null 
hat, so stellt G; eine Menge vom Unstetigkeitsgrad © — (£) dar, 
während f(x) in jedem innern Punkt eines Intervalls, das von den 
Punkten aller G& frei ist, constant ist, und den Wert Null besitzt. 

Man kann versuchen, die Function so abzuändern, daf die 
Stetigkeitspunkte kein auch noch so kleines Intervall ganz er- 


zu benutzen, da$ man jeden der obigen Decimalbrüche auch dyadisch lesen kann, 
und umgekehrt,. 
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füllen. Der Versuch, dies etwa so zu erreichen, da man statt 
des dekadischen Zahlsystems ein solches mit der Basis 4 benutzt, 
schlägt jedoch fehl. Dagegen führt folgendes Verfahren zum Ziel. 

In einem Zahlsystem mit der Basis 3 sei wieder eine Menge 
G, definirt durch die Punkte 


&) = 014/4;0,:.2.. a; = 0 oder 1 


mit Ausschluf derer, die von einer Stelle an lauter Nullen ent- 
halten. Ich bilde nun die Menge G,, die folgendermafien definirt 
ist. Sie enthält alle Punkte, die hôüchstens an den ersten n Stel- 
len eine Zwei enthalten, doch so da die nte Stelle wirk- 
lich eine Zwei ist. Es ist dann G, von der Mächtigkeit c 
und nirgends dicht, und es sind auch hier wieder alle Mengen G, 
ohne gemeinsame Punkte. Es bleiben jetzt noch diejenigen Punkte, 
in denen die Zwei unendlich oft auftritt; sie zerfällen wir noch 
in zwei Mengen G’ und G, und zwar soll G alle diejenigen ent- 
halten, in denen von einer bestimmten Stelle an nur Zweiïen vor- 
kommen. Jeden dieser Punkte von G kann man auch so schrei- 
ben, da er von einer bestimmten Stelle an lauter Nullen ent- 
hält; er enthält alsdann nur eine endliche Anzahl von Zweïen und 
kann nun einer Menge G, hinzugefügt werden. Ist G\ die so 
vermehrte Menge, so haben wir damit die Mengen 
GE GEO EGP. RES G' 

-construirt, und es ist leicht ersichtlich, da8 jetzt G’ eine überall 
dichte, aber nirgends zusammenhängende Menge ist !). Die Punkte 
von G, seien x}. 

Wird nun wieder eine Reiïhe gegen Null convergirender 
Grôüfen 


angenommen, und 

f@) = 9, 
gesetzt, dagegen f(x’) — O0 für alle Punkte von G, so ist f(x) 
eine Function der verlangten Beschaffenheit und ist an allen 
Punkten der Menge G' stetig. 


1) Éine Function dieser Art, in der die Stetigkeitspunkte, sowie die Unste- 
tigkeitspunkte nicht abzählbar sind und zugleich in jedem Intervall überall dicht 
liegen, hat Herr Brodén a. a. O. zu construiren versucht. Doch ist dieser Ver- 
such als verfehlt zu bezeichnen. Denn die von ihm construirten Mengen von Un- 
stetigkeitspunkten sind zwar nicht abzählbar, aber sie liegen gegen seine Behaup- 
tung nirgends dicht. 

Kônigsberg, Juni 1899. 
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Seismometrische Beobachtungen im Gôttinger 
Geophysikalischen Institut. 


Von 
E. Wiechert. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 22. Juli 1899. 


Vorwort. 


Im vorigen Jahre habe ich für das Güttinger Geophysikalische 
Institut durch die hiesige Werkstätte für Präcisionsmechanik von 
G. Bartels ein photographisch registrirendes Erdbebenpendel 
herstellen lassen, da seit dem 24. Februar dieses Jahres unter 
der sorgfältigen Wartung des Herrn Assistenten W. Schlüter 
in dauernder Thätigkeit ist. Im Folgenden soll eine kurze Be- 
schreibung des Instrumentes und eine Uebersicht über die bishe- 
rigen Erfahrungen gegeben werden. 


$ 1. Pendel. 


Die schônen Erfolge der italienischen Seismographen haben 
gezeigt, daB die mechanische Registrirung recht wohl geeignet ist, 
auch die schwachen Erdbewegungen aufzuzeichnen, auf welche in 
Gôttingen allein zu rechnen ist, ja sic hat hierbei manches geleistet, 
was die photographische Registrirung bisher schuldig geblieben 
ist. Immerhin aber muñ gefürchtet werden, da8 die Reibung eines 
Schreibstiftes das Diagramm in seinen Einzelheiten entstellt, und ich 
hielt defhalb für den Beginn der hiesigen seismometrischen Ar- 
beiten die technisch einfachere photographische Registrirung für 
zweckmäfiger. 

Besonders geeignet für die hiesigen Verhältnisse erschien ein 
» Horizontalpendel“. Dabei war Auswahl zu treffen zwischen dem 
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»Faden-Spitze-“ und dem 2-Spitzen-System (Figur 1 und Figur 2), 
welche beide grofie Erfolge aufzuweisen haben. 


Là 
— 


NIKE 


Re) 


Figur 1. Figur 2. 


Das 2-Spitzen- Pendel hat den Vorzug der kompendiôseren 
Form, dafür aber den schwer wiegenden Nachtheil, daB der Pendel- 
rahmen in der Nähe der Drehungsaxe erhebliche Masse erhalten 
muB, wodurch die Spitzen bei allen Erschütterungen des Instrumentes 
auch seitlich stark in Anspruch genommen werden. Hierzu kommt 
nocb, da wegen des kurzen Abstandes der Spitzen ihre Belastung 
verhältniBmäfig gro8 ist und jede Veränderung ihrer Form auf 
Stellung und Empfndlichkeit des Pendels einen bedeutenden Ein- 
fluB ausübt. Da nun in meinem Fälle das Pendel nicht weit von 
einer belebten StraBe aufgestellt werden muñite, glaubte ich dem 
Faden-Spitze-Pendel den Vorzug geben zu müssen. 

Bei dem nach diesen Erwägungen hergestellten Apparat bildet 
das Pendel, ? in Figur 3, einen 20 cm langen Trichter aus feiner 
Kupferfolie, der am weiten Ende einen 5 cm grofien, runden Hohl- 
spiegel von Glas und am anderen ein nur schwach gewëlbtes Achat- 
hütchen trägt. Indem so alle Masse müglichst an das äufere Ende 
verlegt ist, wird die Wirkung seitlicher Erschütterungen auf die . 
Auflage môglichst herabgesetzt. Die Stahlspitze, gegen welche 
sich das Achathütchen legt, ist sorgfältig abgerundet und einiger- 
maaBen, aber durchaus nicht besonders fein; auf diese Weise wird 
eine Beschädigung von Spitze und Hütchen vermieden und die 
Empfindlichkeit dennoch nicht geschädigt. — Eine sehr einfache, 
in der Figur angedeutete Arretirung ermôüglicht es, das Pendel 
von der Spitze abzuheben. 

Als bedeutender Uebelstand bei Erdbebenpendeln erscheinen in 
der Regel die Eigenschwingungen des Instrumentes, welche sich über die 
aufzuzeichnenden Bewegungen lagern und so das Bild in unerfreu- 
licher Weise verwirren. Um dem zu entgehen, habe ich für eine 
starke Luftdümpfung Sorge getragen. Es ist für diesen Zweck am 
Statif ein Messingeylinder D befestigt, welcher das Pendel mit 
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einigen Millimetern Spielraum um- 
giebt und die Amplitude seiner Ei- 
genschwingungen in 20 Sekunden auf 
ca. ‘/16 reducirt. — Pendel, Dämpfer 
und Faden werden zum Schutze 
gegen Luftstromungen von einer 
Blechhülse S umschlossen, die bei 
F' ein Glasfenster trägt. Ueberdies 
ist der ganze Apparat durch einen 
Holzkasten überdeckt, der vor F 
eine Oeffnung hat. 


$ 2. Registrirung. 


Gegenüber der mechanischen Registrirung hat die photogra- 
phische in den gebräuchlichen Ausführungen den Nachtheil, da8 
die Kurven nicht fein genug und die Geschwindigkeit nicht grof 
genug ist, um die Bewegung der Erde in ihre Schwingungen auf- 
zulôüsen; man begnügt sich im Allgemeinen damit, festzustellen, 
ob eine Bewegung überhaupt vorhanden ist oder nicht, und wie 
die Amplitude wechselt. Um hier mit geringen Kosten zu einem 
günstigeren Resultat zu kommen, bemühte ich mich, das optische 
System môüglichst vollkommen zu gestalten und Geschwindigkeiten 
anwendbar zu machen, welche der mechanischen Registrirung ent- 
sprechen. — 

Wie gewôhnlich wird Spalt, Hohlspiegel und Cylinderlinse 
verwendet; sie sind in Figur 4 mit S, H, C bezeichnet. Der Spalt 


S 
| 


C B H 
? Fe: 


Figur 4. 


befindet sich etwas über und — aus zufälligen Gründen — etwas 
vor der Walze W, die das photographische Papier trägt. Der 
Hobhlspiegel hat ca. im Brennweite und 50 mm Durchmesser; die 
Rückseite des 21/2 mm dicken Glases ist versilbert. Die Cylinder- 
linse, welche ebenso wie der Hohlspiegel von der Firma Rein- 
felder und Hertel, München, bezogen worden ist, hat 30 mm 
Brennweite, 11 mm Breite und 60 mm Länge. 
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Der Hohlspiegel H entwirft auf dem Papier der Walze W 
ein Bild, das durch die Cylinderlinse C zu einem Punkt verkürzt 
wird. Bei der gewühnlichen Anordnung geschieht dieses, indem 
C für die Hôhenrichtung ein Bild von H entwirft. Bei den von 
mir gestellten Anforderungen hätte sich so eine unzureichende 
Verkürzung ergeben. Ich setzte darum zwischen C und XH eine 
Blende B in Form eines horizontalen Spaltes und brachte C in 
die zugehôrige Stellung. Ueberdies erhielt C die angegebene ver- 
hältniBmäfig sehr kurze Brennweite. Bedeutet o die Breite der 
. Oeffnung in B, h die Hôhenausdehnung des Bildes auf der Walze, 
b den Abstand B—C, w den Abstand W — C, so folgt 


h:0 = w:0. 


Im vorliegenden Falle ist w — ca. 30 mm, b — ca. 1700 mm, und 
ich verlangte k — 1/10 mm, so mufte denn die Oeffnung in B nur 
6 mm breit genommen werden. Bei dem grofen Durchmesser von 
H erhält man trotz dieser starken Abblendung eine vüllig hinrei- 
chende Lichtintensität. 

Als Lichtquelle dient eine kleine flachbrennende Gasflamme 
in etwa 80 cm Entfernung hinter dem Spalt, deren Strahlen durch 
eine zwischengeschaltete Linse (Brillenglas) zu einem absichtlich 
unscharf gehaltenen Bilde auf den Spalt koncentrirt wird. 

Diese Einrichtung ergiebt bei den fertigen Photogrammen je 
nach der Regulirung der Flamme Kurven von ‘/:20—1/; mm Dicke. 
Wir verlangen jetzt, da ‘/10 mm nicht erheblich überschritten 
wird und halten ‘/; mm als nicht mebr ordnungsmäfig. 

Das für einen Tag nothwendige photographische Papier (Dr. 
Stolze & Co. Charlottenburg) ist in einem 13 em breiten und 
40 cm langen Streiïfen auf der Messingwalze W aufgespannt, deren 
Umfang ca. 36!/: cm beträgt. Die überschüssigen Enden gehen 
durch einen ca. 1 mm breiten Spalt nach innen und werden durch 
Federn kräftig angespannt. Wie man sieht, wird der ganze Um- 
fang der Walze bis auf eine kleine, praktisch unwesentliche Lücke 
von empfindlichem Papier überdeckt ; indem nun die Walze durch 
den Zeiger einer Uhr in 1 Stunde einmal herumgedreht und zugleich 
um ca. 3 mm seitlich verschoben wird, erhält man zunächst eine 
Spirallinie und auf dem abgenommenen Papier eine Reïhe von Parallel- 
Linien. Jede von diesen entspricht bei 36/2 cm Länge einer Stunde, 
sodaf 1 Minute durch etwa 6 mm und 1 Sekunde durch etwa 
‘ho mm dargestellt wird. Die so erreichte Geschwindigkeit ist 
18—36 mal grôBer als bei v. Rebeur-Paschwitz, 6 mal grôfer 
als bei den Milne’schen Seismographen, noch etwa 3 mal grôfer 
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als bei den neuerdings von Ehlert konstruirten schnell registri- 
renden Apparaten und liegt nicht mehr weit unter den in Italien 
bei mechanischer Registrirung benutzten Geschwindigkeiten von 
60—120 em in 1 Stunde. Nach meinen bisherigen Erfahrungen 
ist zu schlieBen, da ich mich bei der benutzten Schärfe der Kurven 
etwa an der unteren Grenze der brauchbaren Geschwindigkeiten 
befinde, denn die Vorläufer der grôBeren Erdbeben werden gerade 
noch aufgelôst. Eine VergrüBerung auf das Doppelte kônnte in 
Erwägung gezogen werden und würde ohne Weiteres noch hinrei- 
chend kräftige AREAS ergeben, 


$ 3. Empfindlichkeit des Pendels. 


Hängt man das Pendel an einem horizontal gespannten Faden 
vertikal so auf, daf es um eïne horizontale, durch die Hôhlung des 
Achathütchens gehende Axe schwingt, so ergiebt sich eine Periode 
(doppelte Schwingungsdauer) von 


t —= 6/1 Sekunden. 


Hieraus folgt, da der Schwingungspunkt um 


1= sr — 1814 Centimeter 


von der Anlagestelle der Spitze entfernt ist. — 

Läge der SpaltS in der Vertikalebene durch den Lichtpunkt auf 
der Walze, so würden die Ausweichungen des Lichtpunktes so er- 
folgen, als hätte das Pendel einen Zeiger von der doppelten Entfer- 
nung zwischen Spitze und Papier. DaS im vorliegenden Falle etwas 
vorgerückt ist, so vergrôüBert sich die Zeigerlänge und zwar um 


CLR wenn s den Abstand des Spaltes von der Vertikalebene durch 
a 

den Lichtpunkt, p die Länge des Pendels, gerechnet vom Achat- 

hütchen bis Hohlspiegel, a den Abstand des Spaltes von dem Hohl- 

spiegel bedeutet. Ist also noch À der Abstand zwischen Papier 

und Spitze, so wird die äquivalente Zeigerlänge 


cr D 
g = 2A+s — 


Im vorliegenden Fall ist 24 = 460 cm, s — 830 cm, p — 20 cm, 
a — 180 cm, also 
# — 463 cm. 
Kgl. Ges. à. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1800. Heft 3, 14 
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Da der Abstand des Schwingungspunktes von der Spitze 181/4 cm 
beträgt, so folgt, da8 schnelle Horizontalverschiebungen des Appa- 
rates, bei denen der Schwingungspunkt als ruhend betrachtet wer- 
den darf, 


vergrôBert werden. 

Eine Bogensekunde Drehung der Pendelebene giebt einen Aus- 
schlag von 2.0,485 -10”, eine Bogensekunde Neigung des ganzen 
Apparates demgemäf einen Ausschlag von 


PE EE) r, 


wenn T die Periode des Pendels im Apparat bedeutet und r wie 
vorhin definirt ist. Æ kann als ,Empfindlichkeit“ bezeichnet wer- 
den. Für z — 4630 Millimeter, tr — %/1 Sekunden ergiebt sich zu 


T = 2510 Sekunden E — 12 Millimeter. 


$ 4 Aufstellung. 


Das Pendel ist in einem 270 cm breiten von Ost nach West 
gerichteten überwülbten Kellerraum der Sternwarte aufgestellt. 
Die südliche Längswand wird durch eine der schweren, hier unten 
ca. 1 m dicken Mauern der Sternwarte gebildet; die nôrdliche 
Längswand besteht aus einem Gewôlbebogen, dessen freie Fläche 
durch eine beiderseits mit Kalk verputzte Bretterwand von im 
Ganzen 10 cm Dicke ausgefüllt wird. Diese Wand enthält die 
Eingangsthüre, vor der aufen zum Schutz gegen Wärmeänderungen, 
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Luftstrômungen, Licht und Staub ein hülzerner Vorbau errichtet 
worden ist. 

Von dem Bau eines besonderen Pfeilers mufte aus verschie- 
denen Gründen Abstand genommen werden. So wurde das Pendel 
auf einer in der südlichen Wand zur Hälfte eingemauerten Sand- 
steinplatte von 80 cm Länge, 40 cm Breite und 20 em Dicke mit 
seiner Längsrichtung von Süd nach Nord aufgestellt. Die ge- 
genüber liegende Bretterwand trägt den Registrirapparat; die 
Flamme befindet sich jenseits der Wand im Nebenkeller, sodaf 
jede schädliche Erwärmung oder Unruhe der Luft im Pendelraum 
vermieden wird. — 

Bemerkt mag noch werden, daf an der Wand hinter dem 
Pendel nicht andere Kellerräume angrenzen, sondern bis zum Fuf- 
boden des Erdgeschosses Erde aufgeschüttet ist. 


$ 5. Betrieb des Pendelapparates. 


Das photographische Papier mu, wie schon mitgetheilt, jeden 
Tag erneuert werden; doch ist man nicht an eine bestimmte Zeit 
gebunden, sondern kann an jedem Tag irgend eine Stunde des Nach- 
mittags wählen, da ein einzelnes Blatt für mehr als 30 Stunden 
ausreicht. Das Auswechseln verursacht eine Lücke von etwa 5 Mi- 
nuten; diese wurde bisher zwar noch niemals schädlich, aber es 
wäre immerhin besser, eine zweite Walze zur Verfügung zu haben, 
wodurch der Zeitverlust auf wenige Sekunden beschränkt werden 
künnte. 

Gleich nach dem Eïinspannen des Papieres und vor dem 
Abnehmen werden unter Beziehung auf ein Chronometer von 
Knoblich durch zweimaliges kurz aufeinander folgendes Abblenden 
Zeitmarken gegeben. Das Chronometer seinerseits wird mindestens 
alle 14 Tage auf der hiesigen Kôüniglichen Sternwarte kontrollirt. 
Für die so gewährte wichtige Unterstützung sage ich dem Direktor 
der Sternwarte, Herrn Professor Dr. Schur auch an dieser 
Stelle meinen wärmsten Dank. 

Die Unsicherheit der schlieBlich durch die Diagramme gewon- 
nenen Zeitangaben ist auf einige Sekunden, im äuBersten Falle 
etwa + 10 Sekunden zu schätzen; sie wird nach Einführung der 
geplanten automatischen Zeichengebung ganz bedeutend kleiner 
werden. 

Die Diagramme werden in der Regel einmal wôchentlich ent- 
wickelt. 
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Zum SchluB môügen noch einige Angaben über die Betriebs- 
kosten folgen. Ein einzelnes Blatt kostet 25 Pf., die Entwicklung 
von 7 Blättern ca 20 Pf., eine Mappe, in welcher die Blätter von 
2 Monaten durch Einkleben zu einem handlichen Buch vereinigt 
werden, 75 Pf., der Gasverbrauch beträgt etwa 1 chbm pro Tag; 
so belaufen sich die gesammten sächlichen Ausgaben für 1 Jahr 
auf ca. 170 Mark. Für ein Doppelpendel, welches die horizontale 
Komponente der Erdbeben vollständig geben würde, müfte bei 
Benutzung derselben Flamme für beide Pendel jährlich ca. 280 Mk, 
aufgewendet werden. 


$ 6. Stôrungsursachen und Stôürungen. 


Der Betrieb der Sternwarte (SchlieBen und Oeffnen der Klappen 
etc.) ist ohne merklichen Einfluf auf das Pendel. Der Verkehr 
der Menschen im Hause kommt nur für den unmittelbar über dem 
Pendelkeller liegenden Raum und vor allem für den Durchgang 
durch die Thüre in der Wand oberhalb und etwas ôstlich von dem 
Pendel in Betracht. Tritt ein Mensch hier auf die Schwelle, so 
giebt das Pendel bei gewôühnlicher Empfndlichkeit (ca. 12 mm für 
1 Bogensekunde) einen Ausschlag von !/9—'/s mm, bei hoher Em- 
pfindlichkeit (36 mm für 1 Bogensekunde) !/3—'/; mm. Die Wir- 
kung ist also zwar merklich, aber so klein, daB sie nur ganz aus- 
nahmsweiïise stôrend werden kôünnte. — Der Strafenverkehr auf 
der ,Geismar-Chaussee“, deren Mittellinie etwa 40 m von dem 
Pendel vorüberführt, hat keinen merklichen Einflu8 ; selbst sehr 
schwere oder sehr schnell fahrende Wagen hinterlassen keine nach- 
weisbare Spuren. 

Von Bedeutung sind nur 2 Ursachen: Erschütterungen des Ge- 
büudes durch Wind und Schwankungen der Aufentemperatur. — Schon 


Il 


Figur 6. | Figur 7. 


seismometrische Beobachtungen im Gôttinger Geophysikalischen Institut. 203 


ein verhältnifmäBig leichter Wind verursacht eine Unruhe der 
Kurve. Figur 6 zeigt die Wirkung eines starken Windes bei ge- 
wôhnlicher Empfindlichkeit (12 mm für 1 Bogensekunde), Figur 7 
bei hoher Empfindlichkeit (36 mm für 1 Bogensekunde); Figur 8 
giebt die Ablenkung infolge einer 
Gewitterbôe bei hoher Empfind- 
lichkeiït (und Durcheinanderlaufen 
der Kurven wegen schnell wech- 
selnder Sonnenbeleuchtung; siehe 
weiterhin). Entsprechend der Ein- 

seitigkeit des Angriffes erfolgen = 
die Ablenkungen stets nach der- Figur 8. 

selben Seite; hierdurch und über- 

haupt durch den ganzen Habitus der Stürungen ist eine Verwech- 
selung mit seismischen Bewegungen in der Regel ausgeschlossen ; 
nur bei sehr schwachen, gerade noch merklichen Erdbewegungen 
kann man zweifelhaft werden. 

Die wechselnde Aufentemperatur veranlaft bedeutende Bewe- 
gangen des Pendels und infolge dessen unter Umständen Inein- 
anderlaufen der Kurven. Da die Stundenlinien bei ruhendem Pendel 
ca. 3 mm Abstand haben, so muB verlangt werden, daf die Seiten- 
bewegungen des Lichtpunktes in 1 Stunde nicht mehr als 3 mm 
erreichen. Hieraus folgt, daB der Einfluf -der wechselnden Aufen- 
temperatur der VergrôBerung der Empfndlichkeit eine Grenze 
steckt. Wir wenden jetzt für den regelmäfigen Betrieb eine Schwin- 
gungsperiode (doppelte Schwingungsdauer) von 20 Sekunden an, 
was einer Empfindlichkeit von 12 mm auf 1 Bogensekunde ent- 
spricht. (Vergl. $ 3.) Die ausnahmsweïse benutzte ,hohe“ Em- 
pfindlichkeit von 36 mm auf 1 Bogensekunde bei fast aperiodischer 
Bewegung des Pendels verwirrt zu Zeiten starker Temperaturschwan- 
kungen das Bild ähnlich wie in Figur 8. 

Pulsationen, d. h. lang anhaltende regelmäBige periodische Be- 
wegungen des Pendels, die nach Milne von Luftstrômungen in- 
nerhalb des Raumes herrühren, in welchem der Apparat aufge- 
stellt ist, haben sich nur anfänglich gezeigt, als das Fenster F 
in der Schutzhülle S des Apparates (Figur 3) noch nicht durch 
Glas verschlossen war, und auch dann nur in sehr geringem Maafe, 
später aber nie mehr. So ist anzunehmen, da der dreifache Schutz 
des Pendels durch Dämpfer, Schutzhülle und Bedeckungskasten 
hinreichend ist, um die Wirkungen der Luftstrôomungen aufzuheben. 


et net 
nt 


9204 E. Wiechert, 


$ 7. Erdbebendiagramme. 


Da die zur Verfügang stehenden Geldmittel nur die Aufstel- 
lung eines einfachen Pendels erlaubten, mufte ich mich darauf be- 
schränken, eine einzige Komponente der Erdbewegungen zu regi- 
striren. Mit Rücksicht auf die häufig zu erwartenden, gut beob- 
achteten Erdbeben in Japan wählte ich die Ost-West-Komponente; 
leider ergiebt sich so für die nicht minder häufigen und gut beob- 
achteten italienischen Erdbeben eine sehr kleine, wenn überhaupt 
merkliche Komponente. 

In der bisherigen Betriebszeit von ca. b Monaten wurden im 
Ganzen 6 Diagramme von Erdbeben mit verhältnifmäfig nahem 
Centrum und 45 Diagramme von Erdbeben mit sehr fernem Centrum 
sicher beobachtet. 

Das kräftigste Diagramm eines Erdbeben mit nahem Centrum 
ist in Figur 9 auf der beigefügten Tafel wiedergegeben. Es zeigt 
Vorläufer, die ca. 2,3 Minuten umfassen, dann grôBere, allmäblig 
abnehmende Schwingungen, die etwa 16 Minuten lang merklich 
bleiben. — Für die hohe Empfindlichkeit des Pendels spricht, daf 
ein Erdbeben, dessen Centrum in Oberitalien, im Toskanisch-Mo- 
denensischen Gebiet der Appeninen lag, sich noch bemerkbar machte, 
obgleich der Radiusvektor vom Centrum mit der Pendelebene nur 
etwa einen Winkel von 6° bildete, soda8 nur etwa !/10 des vollen 
Betrages der Erdbewegungen zur Geltung kam. In der Pendel- 
kure (Figur 10) sieht man freilich nur eine zarte Kräuselung 
(Schwingungsperiode ca. 6 Sekunden), die aber doch genügte, um 
Herrn Schlüter und mir das Erdbeben anzuzeigen noch bevor 
wir Nachrichten aus Italien erhalten hatten. Die ganze Schwin- 
gungsweite in den Diagrammen ist hôchstens etwa 1/s mm; nehmen 
wir Horizontalverschiebungen der Erdoberfläche an, so müBte deren 
Schwingungsweite senkrecht zur Pendelebene hiernach ca. 1/(5 >< 2b) 
— ‘25 mm und in der Richtung des Radiusvektor ca. 1°/125 — 
1/12 mm betragen haben. 

Das stärkste beobachtete Erdbeben mit sehr fernem Centrum 
ist in Figur 11 abgebildet. Die Schwingungen sind etwa 3 Stunden 
lang merklich, dann werden sie so schwach, daf eine Unterschei- 
dung von den etwas vorhandenen Windstürungen unmüglich wird. 
Zunächst zeigt sich ein etwa 30 Minuten umfassender Bereich un- 
regelmäfig scheinender Schwingungen, der , Vorläufer“, dann folgen 
Wellenzüge von viel regelmäfigerem Aussehen und langer Periode, 
die ,Hauptwellen“. Die Vorläufer zeigen aufer im Anfang noch 
einen vollständig scharfen und in der Form sehr charakteristischen 
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Einsatz, der Erschütterungen mit erheblich grôBerer Amplitude 
einleitet. Anfänglich herrschen Schwingungen mit einer Periode 
von etwa 10 Sekunden vor, neben denen Schwingungen mit erheb- 
lich kleinerer Periode eben noch merklich sind. Später fallen die 
letzteren ganz weg und es treten Wellen mit etwa doppelter, also 
ca. 20 Sekunden langer Periode hinzu, die in den Hauptwellen 
allein übrig bleiben. In diesen Hauptwellen nimmt die Schwin- 
gungsperiode allmählig etwas ab, von ca. 20, auf ca. 15 Sekunden; 
die Schwingungsweite variirt dabei dauernd in sehr bemerkenswer- 
ther Weïise, sodaf man den Eindruck von Interferenzen gewinnt. 


Die Periode der Eigenschwingungen des Pendels beträgt bei 
der hier benutzten gewühnlichen Empfindlichkeit ca. 20 Sekunden, 
entspricht also etwa den Erdbewegungen bei den Hauptwellen. 
Infolgedessen zeichnet das Pendel trotz seiner starken Dämpfung 
(VerhältniB für zwei aufeinander folgende Ausweichungen nach 
verschiedenen Seiten 4:1) die seiner Periode nahe kommenden Schwin- 
gangen um etwa die Hälfte vergrôBert auf. Aehnliches tritt auch 
bei anderen Erdbeben vielfach ein, ist sehr wenig angenehm, 
läBt sich aber vorläufig nicht vermeiden, da die hôheren Empfnd- 
lichkeiten, welche erheblich grüBeren Schwingungsperioden des 
Pendels entsprechen, nach den Auseinandersetzungen des $ 6 für 
den regelmäBigen Betrieb ungeeignet sind. — Da der Charakter 
des Bildes durch den Einfluf der Eigenschwingungen des Pendels 
Dank der starken Dämpfung (4:1) jedenfalls nicht erheblich ge- 
ändert wird, ist unmittelbar einleuchtend und wird auch durch 
Figur 11 gezeigt, die das Diagramm des stärksten Erdbebens dar- 
stellt, daB bei einer Schwingungsperiode von etwa 40 Sekunden 
(Dämpfungsverhältnif 16 : 1) gewonnen wurde. 


Ebenso wie in den Füllen Figur 11 und 12 bcginnnen alle Fern- 
erdbeben mit unregelmüflig scheinenden Schwingungen, den , Vorläufern“, 
in welchen sich neben längeren die kürzesten Perioden des Erdbcbens 
(4—5 Sekunden) bemerkbar machen.  Nach einiger Zeit gestaltet sich 
das Bild sehr viel regelmäfiger , indem Wellen von lüngster Periode 
(20—40 Sekunden), die ,Hauptwellen“, zur Vorherrschaft und bald 
auch zur Alleinherrschaft gelangen. — 


Die grüfiten Amplituden des Erdbebens finden wir in den Haupt- 
wellen, doch ist ihr Uebergewicht in dieser Hinsicht keineswegs beson- 
ders grof. — Die Intensität der Hauptwellen nimmt bald ab, bald 
zu, scheint aber im Grofen und Ganzen — d. h. von den Schwan- 
kungen abgesehen — schnell zu einem Maximum anzuwachsen, um 
dann allmällig immer weiter abzunclmen und schliefilich unmerklich 
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au werden. Die Periode der Hauptwellen ist anfänglich am grüfiten 
und nimmt allmählig ab (2. B. von 30 auf 15 Sekunden). 


Ebenso wie in Figur 11 zeigen die Vorläufer in sehr vielen Füllen 
nach einiger Zeit einen neuen scharf ausgeprägten Eïnsatz, meist mit 
starker und charakteristischer Bewegung, der grülBere Unruhe einleitet. 


Die Erdbeben treten bekanntlich oft in Gruppen auf; da ist es 
nun bei den ausführlichen Diagrammen manchmal hôüchst uberraschend, 
zu beobachten, in wie vielen Eïnzelheiten sich zwei Bilder gleichen, 
die doch einzeln genommen einen so krausen Eïindruck machen. Das 
schôünste bisher gewonnene Beispiel wird durch die beïden in 
Figur 13 und 14 dargestellten Erdbeben gegeben, die in 10’ 
Stunden aufeinander folgten und auch an Grôfle einander nahe 
gleich waren. Aufer auf die vielen Uebereinstimmungen in der 
Form, môüge auf die nahe Uebereinstimmung in der GrôBe der 
Zeïtintervalle aufmerksam gemacht werden. Rechnen wir vom 
Beginne ab, so erfolgte der zweite Einsatz, der hier ebenso wie 
in dem Diagramm Figur 11 auftritt, beim ersten Erdbeben nach 
10m 205, beim zweiten nach 10" 175; die regelmäfigen Wellen 
setzten beim ersten Erdbeben nach etwa 31", beim zweiten nach 
etwa 291/2® ein. — Wir müssen offenbar schliefen, daf hier an 
zwei nicht weit voneinander entfernten Stellen (die zweite etwas 
näher an Gôttingen als die erste) durch gleichartige Erschütte- 
rungen nahe dieselben Schwingungen ausgelôst wurden. 


Je weiter der Beobachtungsort vom Centrum des Erdbebens 
entfernt ist, um so mebr eïlen die Vorläufer voran. Bei den Dia- 
grammen Fig. 11, 13, 14 beträgt die Zeitdifferenz rund 30 Mi- 
nuten; es ist daher nach Milne!) in allen diesen Fällen auf eine 
Entfernung der Epicentren von Gôttingen um rund 80 Bogengrade 
zu schliefien. Bei Figur 12 beträgt die Voreilung nur ca. 16 Mi- 
nuten, ich môüchte aber nach dem Anblick der Kurve vermuthen, 
daf das erste Stadium der Vorläufer, bis zum zweiten Einsatz, 
in diesem Falle als zu klein für die Beobachtung fortgefallen 
ist, soda die Entfernung des Epicentrums doch wohl etwa ebenso 
groB war. 


1) Report of the Meeting at Bristol, 1898, of the Brittish Association for the 
advancement of science. London 1899, p. 179; vergl. die Tafel S. 223. 
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$ 8 Bemerkungen zur praktischen Seismometrie. 


Aus den Geschwindigkeitsmessungen wird gefolgert, daf die 
Vorläufer durch die innere Erde hindurchgehen, die Hauptwellen 
aber längs der Erdrinde fortlaufen. Diese letztere wird man sich 
dabei durch eine zähflüssige Schicht gegen den Kern bis zu einem 
gewissen Grade elastisch isolirt denken müssen. 

Wie varirt die Fortpflansungsgeschwindigkeit der Erdbebenwellen 
in verschiedenen Gebieten der Erde? — Wie kommen die Schwan- 
kungen in der Intensität der Hauptwellen zu Stande? Liegt die 
Ursache nur in der Art ihrer Erregung im Centrum des Erd- 
bebens oder auch in einer unregelmäfigen Fortpflanzung längs der 
Erdoberfläche, welche ,Brechung“, ,Beugung“ und ,Reflexion“ zur 
Folge hat? 

Was bedeutet der oft vorhandene zweite Eïinsatz der Vorläufer? — 
Die Hypothese eines zweiten Stofes im Erdbebencentrum wird 
durch die genaue Uebereinstimmung der Zeitintervalle (10 20° und 
10 175) zwischen den beiden Einsätzen in den Diagrammen Figur 13 
und 14 bedenklich, und noch unwahrscheinlicher, weil der zweite 
Eiïinsatz deutlich neuartige Wellen einleitet und bei so vielen Erd- 
beben in ähnlicher Weiïse auftritt. — Sollen wir daher etwa bei 
dem ersten Eïinsatz an longitudinale und beim zweiten Einsatz an 
transversale Wellen durch den Erdkern denken? — Oder leitet 
der zweite Einsatz vielleicht diejenigen Wellen ein, welche längs 
der Erdrinde in den Schichten schnellster Fortpflanzung zu uns 
kommen ? 

Um für die Beantwortung dieser und anderer sich an die 
seismometrischen Beobachtungen anschlieBenden und für die Physik 
der Erde auBerordentlich wichtigen Fragen, an deren Bearbeitung 
wir Dank der vielen vortrefflichen Vorarbeiten nun wohl schon 
gehen kôünnen, ein sicheres und zweckmäfiges Material zu schaffen, 
scheint es sehr wünschenswerth, daf bei den Registrirungen stets 
Geschwindigkeiten angewandt werden, welche hinreichen, um die 
Erdbewegungen in die Einzelschwingungen aufzulôsen. Durch 
die vorstehende Arbeit wird bewiesen, daf auch bei Anwendung 
der Photographie hierzu schon verhältnifmäfig geringe Mittel 
genügen. — 

Stets sollte man darauf Bedacht nehmen, die Eigenschwin- 
gungen des A pparates durch môglichst starke Dämpfung herab- 
zusetzen. Geschieht dies nicht, und liegt die Eigenperiode, wie 
vielfach üblich, in der Nähe von 20 Sekunden, so werden die 
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zugehôrigen Schwingungen des Erdbebens unter Umständen s0 
vielmals vergrôBert, daB die gewonnenen Diagramme die Vor- 
stellung groBer StôBe erwecken, wo in Wirklichkeit nur verhält- 
niBmäBig kleine regelmäfige Bewegungen stattgefunden haben. — 

Da die Geschwindigkeit der Oberflächenwellen auf ungefähr 
8 Kilometer in 1 Sekunde geschätzt wird, so müften Apparate 
von der Art des beschriebenen schon bei 30 Kilometer Entfernung 
sebr deutliche Phasenverschiebungen: zeigen; es wäre also selbst auf 
einem so kleinen Gebiet, wie es z. B. Deutschland für die Erde dar- 
stellt, sehr wohl müglich die Fortbewegung der Wellen in Eïnzclheiten 
zu beobachten und zu wichtigen Schlüssen über die Beschaffenheit der 
Erdrinde zu verwerthen. 


 Untersuchungen aus dem Universitäts-Labora- 
torium zu Gôttingen (VII. 
Von 


0. Wallach. 


Eingegangen am 13. August 1899. 


1. Ueber die Oxydation des Pinen. 


Wenn man unter den von v. Baeyer angegebenen Bedingungen 
(Ber. d. chem. Ges. 29, 22) zwecks Gewinnung von «-Pinonsäure 
Terpentinôl mit Kaliumpermanganat oxydirt, so bemerkt man beim 
Eindampfen der Oxydationsflüssigkeit das Auftreten eines eigen- 
thümlichen campherartigen Geruchs, der darauf schliefen läft, daf 
bei der Oxydation ein in Wasser lôslicher, flüchtiger Kôrper ent- 
standen ist. 

Gemeinsam mit Herrn Stud. Alfred Schäfer habe ich diese 
Beobachtung weiter verfolgt. Die ursprüngliche Oxydationsflüssig- 
keit wurde zunächst durch Destillation concentrirt und die mit 
Wasserdämpfen flüchtigen Antheïle mittelst eines Kühlers condensirt. 
Dabei sammelte sich über dem Wasser etwas unverbrauchtes Ter- 
pentinôl an, das nunmehr leicht nachweisbare Mengen des riechenden 
und in Wasser reichlich lôslichen Kôrpers enthielt, auf dessen 
Anwesenheït der erst erwähnte Geruch zurückzuführen war. 

Zur Isolirung dieser Verbindung wurde das, beiläufig gelblich 
gefärbte Terpentinôl abgehoben, mit Calciumchlorid getrocknet und 
fractionirt. Der grôfite Theil ging beim Siedepunkt des Pinens 
farblos über. Dann folgten zwei Fractionen: 1) 170—200° und 
2) 200—216°, die gelblich gefärbt waren und sich auch im Geruch 
vom Terpentinôl unterschieden. Beide Fractionen, die erste lang- 
sam, die zweite schneller, reagirten beim Durchschütteln mit einer 
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Semicarbazidlésung unter Bildung eines zunächst halbfesten Semicar- 
bazons. Das Product wurde auf Thonplatten gestrichen und nach- 
dem diese die flüssigen Bestandtheile aufgesaugt hatten, wurde 
das noch gelb gefärbte Semicarbazon mit Ligroïn gewaschen. Da- 
durch werden die färbenden Verunreinigungen entfernt und das 
zurückbleïibende weiBfe Product kann durch Krystallisation aus 
heifem Methylalkohol nunmehr vollkommen rein erhalten werden. 

Das Semicarbazon bildet kleine, bei 188° schmelzende Krystalle. 
Die Analyse ergab: 


Gefunden : 
Berechnet für C10 H1r N3 O: 1 2 3 
C 61.54 60.99 61.03 61.24 
H 8.72 8.56 8.25 8.95. 


Es lieB sich aus diesen Analysen schliefen, daf das Semicar- 
bazon eines Ketons von der Zusammensetzung Co H::0 vorlag. 

Um diese Verbindung zu isoliren wurde das Semicarbazon 
durch verdünnte Schwefelsäure (1 : 2) zerlegt, das Keton mit 
Wasserdampf übergetrieben, mit Aether ausgeschüttelt und nach 
dem Trocknen mit Pottasche destillirt. 

Es wurde ein angenehm riechendes Keton vom Siedepunkt 
209—211° erhalten, dessen Analyse die angenommene Zusammen- 
setzung bestätigte. 


Berechnet für C9 H1a 0: Gefunden: 
C 78.25 78.00 
H 10.14 10.27. 


Das Oxim des Ketons war nicht krystallisirt zu erhalten, 
dagegen konnte als sehr characteristische Verbindung ein Conden- 
sationsproduct mit Benzaldehyd gewonnen werden. 

Wenn man ein Gemisch gleicher Moleküle des Ketons C9 H140 
und Benzaldehyd mit Natriumaethylatlôsung einige Zeit stehen 
läBt and dann mit Wasser verdünnt, so scheidet sich, falls man 
reines Keton anwandte, ein weiBer Kôrper sofort fest aus. Diese 
Verbindung ist in Aether auBerordentlich leicht lôslich, etwas 
weniger in Methylalkohol und kann aus diesem in schônen, farb- 
losen, durchsichtigen Krystallen vom Schmelzpunkt 106—107° er- 
halten werden. 

GemäB der Analyse besitzt die Verbindung die Zusammen- 
setzung Co His O : CH Ce His. 


Berechnet für C1 H18 O: Grefanden : 
C 84.96 84.68 
H 7.97 8.16. 
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Die Natur des bei der Oxydation des Terpentinôüls entstande- 
nen Ketons war nunmebr leicht festzustellen: Die Verbindung ist 
identisch mit dem von V. Villiger bei der Oxydation der Nopin- 
säure erhaltenen Nopinon (Ber. d. chem. Ges. 29, 1927). Von 
diesem ist das Semicarbazon bereits bekannt und der Schmelzpunkt 
zu 188,5° angegeben. Das würde aber zur Identificirung nicht 
genügt haben. Es wurde deBhalb Nopinsäure dargestellt, diese 
durch Oxydation mit Bleisuperoxyd in Nopinon verwandelt und 
das so gewonnene Keton mit Benzaldehyd condensirt. Es wurde 
auch in diesem Fall sehr leicht ein bei 106—107° schmelzendes 
Condensationsproduct erhalten, welches sich mit dem erst be- 
schriebenen als vüllig identisch herausstellte. 


Gefunden: 

Berechnet für Co His O : CH C6 Hs: 1 2 
C 84.96 84.96 84.68 
He07:597 8.14 8.16. 


Nunmebr ist es auch vollkommen durchsichtig, welchem Vor- 
gang das Keton Co H140 bei der Oxydation des Pinens mit Per- 
manganat seine Entstehung verdankt. 

v. Baeyer hat nachgewiesen, daf bei der Oxydation von Roh- 
pinen neben «-Pinonsäure immer in kleiner Menge (ca. 1°) die 
isomere Nopinsäure Co Hi6 Os entsteht, welche durch ihr schwer 
lôsliches Natronsalz characterisirt ist (Ber. chem. Ges. 29, 25) und 
welche bei weiterer Oxydation nach der Gleichung 


Co Hi6 Os +0 = Co H1a0 + COs + H20 


in Nopinon zerfällt. 

In diesem Sinne wird die bei der Oxydation von Pinen sich 
bildende Nopinsäure nun offenbar zum Theil schon im Augenblick 
der Entstehung zerstürt. Das Nopinon ist wegen seiner Flüchtig- 
keit und wegen seiner Lôslichkeit in Wasser und in Terpentinül 
aber als Oxydationsproduct der letzteren bisher der Aufmerksam- 
keit entgangen. Nachdem der Nachweis geführt ist, daf ein Theil 
der Nopinsäure, welche aus Pinen durch Oxydation entsteht, sofort 
zerfällt, wird man die Menge, in welcher jene Säure ursprünglich 
auftritt, wohl etwas hüher veranschlagen dürfen, als es v. Baeyer 
thut. 

Die Annahme v. Baeyers, daB im Nopinon dem Carbonyl be- 
nachbart eine CH:-Gruppe steht, findet eine Stütze in der Bildung 
des beschriebenen Condensationsproducts, dem man die aufgelüste 
Formel 
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co 
”. 
Ce Hs CH: C CH 
C(CH;h: 
1, Cr, 


zuschreïben darf. 


2. Ueber Verbindungen der Fenchonreïhe. 


Bei der Oxydation des Fenchens, Cio Hi6, entsteht, wie ich 
früher nachgewiesen habe, (Annal. d. Chem. 300, 313. 302, 383) 
eine Säure CioH16Os, die Oxyfenchensäure, welche isomer mit 
Nopinsäure ist und sich sehr ähnlich wie diese verhält. Unter 
dem Einfluf von Oxydationsmitteln zerfällt sie leicht unter Bil- 
dung eines mit Nopinon isomeren Ketons Co H140, das ich Fencho- 
camphoron genannt habe. 

In Gemeinschaft mit Herrn Edgard Neumann habe ich 
letztere Verbindung einem eingehenderen Studium unterworfen, 
welches zu einer ausreichend sicheren Feststellung ihrer Constitution 
geführt hat. 

Die Oxyfenchensäure existirt in zwei Modificationen, von denen 
die eine (D—I-) bei 152—153°, die andern (D—d-) bei 138—139° 
schmilzt. Das Fenchocamphoron aus der ersteren schmilzt bei 
109—110° und ist eine D—d-Modification. Das Fenchocamphoron 
aus der zweiten schmilzt niedriger und ist eine D—1-Verbindung. 
Die folgenden Versuche sind mit dem D—d-Fenchocamphoron 
angestellt worden. 

Wenn man das Oxim des Fenchocamphorons mit verdünnter 
Schwefelsäure (1 :2) erwärmt, so spaltet es Wasser ab und liefert 
ein Nitril 

Co H14 NOH = H20 + Co His N. 
Dies Nitril riecht wie Camphonitril und Fenchonitril und siedet, 
zwischen 212—215°. Beim Erwärmen mit Natriumalkoholat anf 
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180 —-190° wird das Nitril unter Bildung einer Säure Cs His CO: H 
verseift, welche ein lichtbeständiges Silbersalz liefert. 

Bei der Reduction (in alkoholischer Lôsung durch Natrium) 
entsteht aus dem Nitril eine Base Co His NHz, deren Carbamid bei 
131—132° schmilzt. 


Berechnet für GONE He Gefunden: 
C 65.93 65.77 66.29 
H° 19.59 10.00 9.87. 


Wird das Fenchocamphoron mit Salpetersäure oxydirt, s0 
entsteht eine in ihrem Verhalten der Camphersäure sehr ähnliche, 
schôn krystallisirende zweïibasische Säure Co Hi14 04, welche bei 
201—202° schmilzt und ein ganz lichtbeständiges Silbersalz giebt. 


Berechnet für Co H14 Ou: Gefunden: 
C 58.06 57.69 
He" 7.02 7.44. 
Berechnet für Co His Os Age : Gefunden: 
C 27.00 27.73 
H 3.00 3.78. 


Beim Behandeln mit Acetylchlorid wird die Bicarbonsäure in 
ein Anhydrid übergeführt, welches aus Chloroform unter Zusatz 
von Petroläther umkrystallisirt werden kann und bei 176—177° 
schmilzt. 


Berechnet für Co His Os : Gefunden : 
C 64.28 64.26 
H 7.14 7.82. 


Beim Erwärmen mit Anilin auf dem Wasserbade bildet das 
Säureanhydrid leicht ein Anilid, welches bei 211° schmilzt. 


CO OH 


Berechnet für Cr Hi< co NH C6 Hs: Gefunden: 
C 68.96 68.96 
H720725 7.66. 


Es kann keinem Zweïfel unterliegen, daB die zweibasische 
Säure aus Fenchocamphoron mit der sog. Camphopyrsäure 
identisch ist, wie folgende Zusammenstellung zeigt : 


Camphopyrsäure: Beobachtet : 
Freie Säure, Schmelzpunkt 203—204° 201—202° 
Anhydrid : 178° 176—177° 


Anilid a 212° 2119, 
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Nun ist die Constitution der Camphopyrsäure (— Apocampher- 
säure) sicher gestellt und mit dem beobachteten Uebergang ist 
der Beweis für die Richtigkeit der von mir früher (Ann. d. Chem. 
300. 320) angenommenen Constitutionsformel für das: Fenchocam- 
phoron gefübrt : 


CH: .CH——CO CH:.CH——CO0H 
| : 

| Cor» +03+H:0 — H:0+ | lc. 

CH—CH——CH: CH—CH——COO0H 

Fenchocamphoron Camphopyrsäure. 


Bei der Gelegenheit mügen auch noch einige andere Beobach- 
tungen erwähnt werden, welche sich auf Verbindungen der Fenchon- 
Reïhe beziehen. 


Nach Versuchen, die Hr. W. von Westphalen ausgefübrt 
hat, kann man die bei der trockenen Destillation von Fenchocar- 
bonsaurem Blei entstehende, bei 96° schmelzende gelbe Verbindung 
Ci1Hi6O:, welche bisher als Ortho-Oxyketon aufgefafit wurde, durch 
Umsetzung mit Hydroxylamin nicht nur in das schon bekannte bei 
108—109° schmelzende Monoxim C11 Hi6 O (NOH) verwandeln, son- 
dern unter geeigneten Bedingungen auch in ein Dioxim C11 Hi6(NOH), 
welches bei 198—199° schmilzt und in Wasser lôslich ist. 


Berechnet für C11 Hi6(N OH}: Grefunden : 
C 62.86 62.37 . 63.12 62.59 
HT :S 07 8.72 8.96 8.97 
N 13.33 13.93 13.79 — 


Man wird die Verbindung C11 Hi6 O2 daher als Orthodiketon 
auffassen dürfen, oder als Ortho-Oxyketon, welches in der tauto- 
meren Diketonform zu reagiren vermag. Man darf ihr wahrschein- 
lich die Formel 

CH.CH: 


CO 
NE 0 

Als Nebenproduct bei der Darstellung der Fenchoncarbonsäure 
erhält man beiläufig einen nach langer Zeit erst erstarrenden, dann 


aber prachtvoll krystallisirenden, bei 122° schmelzenden Kürper, 
der vielleicht das dem Fenchon zugehôrige Pinakon darstellt: 


Cr His 


zuertheilen. 
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Berechnet für C20 Hsa Où: Gefunden : 
C 78.43 78.49 78.79 
Hsallifl 10.97 10.97. 


Bezüglich der durch Verseifung des Fenchonitrils entstehen- 
den Fencholensäure ist zu bemerken, daB sich die früher schon 
geäuBerte Vermuthung, da die Säure in zwei Modificationen be- 
steht, bestätigt hat. Neben dem schon bekannten Amid der Säure 
vom Schmelzpunkt 113—114° ist ein zweites, bei 85 —86° schmel- 
zendes isolirt worden, dem eine feste, in reinem Zustand gegen 
70° schmelzende Säure entspricht. Diese Säure ist inzwischen von 
Cockburn beschrieben worden. 


3. Ueber Condensationsproduete aus Rubcanwasscrstoff, 
Aldehyden und secundären Basen. 


Bei einem Versuche Rubeanwasserstoffsäure mit Formaldehyd 
zu condensiren, um zu der Verbindung 


S 
TAN 


N 
VA 4 


zu gelangen, wurde Piperidin als Condensationsmittel benutzt. In 
der That erhielt ich sehr leicht ein Condensationsproduct. Die 
Analyse zeigte indeB, da8 nicht der erwartete Kürper vorlag, 
sondern eine Verbindung, welche aus 1 Mol. Rubeanwasserstoff, 
2 Mol. Formaldehyd und 2 Mol. Piperidin unter Austritt von 2 Mol. 
Wasser entstanden war. Hr. Julius Frôülich hat dann auf 
meine Veranlassung diese Reaction weiter verfolgt und es hat sich 
gezeigt, daf Rubeanwasserstoff, Aldehyde und secundäre Basen 
ganz allgemein nach der Gleichung reagiren: 


(CNSH}: + 2RCOH + 2R:HN = 2H:0 +(CSNH.CHR. N Rob. 


Die Aufklärung des Mechanismus, nach dem die eigenthüm- 
liche Reaction verläuft, machte einige Schwierigkeiten, ist aber 
vollkommen gelungen. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1890. Heft 2. 1b 
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Es stellte sich heraus, daB die complicirten Producte der 
Reaction zum Theiïl Salze sowohl mit Blei als auch mit Salzsäure 
gaben. Wie ich das für den Rubeanwasserstoff selbst früher nach- 
gewiesen habe (Ber. chem. Ges. 18. b28) wird die Fähigkeit der 
Salzbildung mit Metallen durch das Vorhandensein der Gruppe SH 
bedingt, die in den Condensationsproducten also erbalten geblieben 
sein muB. Berücksichtigt man ferner, daB Henry nachgewiesen 
bat, daB Formaldehyd sich an secundäre Amine zu addiren vermag, 


unter Bildung von Verbindungen des Typus 

04 

CHO+NHR: — CH 
NR: 


so sieht man ein, da8 Rubeanwasserstoff in seiner Pseudoform in 
folgender Weise mit den Verbindungen letzterer Art reagiren kann: 


/8H SE 

C C 

NH HOCHNR NN .CHNRs 
+ — _ +2H0 

LANE HOCHNRe AN -CHiNRs 

NSH NSEH. 


DaB die Reaction sich in dieser Weise vollzieht, wird nament- 
lich auch dadurch ersichtlich, daB mit primären Basen sich 
analoge Condensationen nicht erzielen lieBen. Die primären Basen 
geben mit Aldehyden zwar auch zunächst additionelle Verbindun- 
gen, diese verlieren aber sofort intramolecular Wasser 


tn QUE enge 
R.COH+HNR — RCHXHR = RCH:NR+H0 


und die so entstandenen Producte kônnen natürlich nicht mehr mit 
Rubeanwasserstoff in Reaction treten. 

Für die oben angenommene Constitution der neuen Condensa- 
tionsproducte spricht auch ihr Verhalten. Die Verbindungen zer- 
fallen leicht wieder in ihre Componenten, wobei der freiwerdende 
Rubeanwasserstoff sich leicht weiter zersetzt. 

Die verhältni8mäBig groBe Zersetzlichkeit unserer Verbindun- 
gen macht sich auch bei der Darstellung bemerklich, die nur unter 
bestimmten Bedingungen glatt gelingt. Wenn man die zu conden- 
sirenden Substanzen bei gewühnlicher Temperatur ohne weiteres 
vermischt, so erhält man meist nur geringe oder gar keine Aus- 
beute, Auch wenn man stark abkühlt, geht die Reaction nicht 
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gut von statten, weil die entstehenden Reactionsproducte unverän- 
derten Rubeanwasserstoff leicht einschliefen und so der Reaction 
entziehen. Am zweckmäBigsten ist es bei der Umsetzung als Ver- 
dünnungsmittel Chloroform anzuwenden. In diesem lôsen sich Alde- 
hyde und Basen und die zu erwartenden Condensationsproducte, nicht 
aber Rubeanwasserstoff auf, so daf dieser langsam, aber bei kräftigem 
Umschütteln schlieflich vollkommen in Reaction tritt. In einzelnen 
Fällen, namentlich bei Anwendung aromatischer Substanzen ist ein 
Erwärmen der Producte auf dem Wasserbad nothwendig. 


Ohne daB auf die Einzelnheïiten der Versuche eingegangen wird, 
soll die nachstehende Tabelle eine Uebersicht über die Eigenschaf- 
ten der gewonnenen Producte geben. Die erste Columne giebt 
den Aldehyd und die Base an, die mit Rubeanwasserstoff in Reac- 
tion gesetzt wurden, die zweite die analytisch ermittelte Zusam- 
mensetzung der Producte, die dritte deren allgemeine Eigen- 
schaften und die vierte die Schmelzpunkte. 


(CNSH) | Fo 

<a 

: | a mat 

CH0+NHC;s Hi Cia Hs6 Na S2 gelbrothe Nadeln |143° 
CHBCOH+NH Cs Ho Ci H30 Na S2 sehr zersetzlich 90° 
Ci1Ho COH +N H C5 Hio Cs2 H2aN4S2  lhellgelb, krystallinisch | 119° 
CH COH+NHC: Hi Cie Hsa Na S2 hellgelbe Nadeln 11095 
CH: O+NH(CHs) Ce Hs C15 H2a Na Ss lange rothe Nadeln |139° 
CH: COH+NH(CHs)C6 Hs C0 Hs0 Na Sa hellgelbe Nadeln 154° 
CHO+NH(C: H5) Ce Hs C0 H26 Na S2 rothgelbe grofe Nadeln| 107° 
CHO+NH(CH CH} Cs2 Hs4 Na Si grofe Nadeln 123° 
CH O+NH (Ce: Hs — rothes Oel -— 
CH COH+NH(C: Hs) _— À æ 
CHO+NH(CsHi)s — : — 
CHO+NH(Cs Hu) —— 2 _ 
CHCOH+NH(Cs Hs) Cou Hsa Na Ss hellgelbe Nädelchen |165° 


CH COH+NH(Cs Huihs Cs6 Hss Na S2 gelb, krystallinisch |160° 
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Wie schon angedeutet wurde, gelingt es, u. A. Bleiverbin- 
dungen der vorstehend characterisirten Kôrper zu erhalten, wenn 
man alkoholische Lôüsungen derselben mit alkoholischen Bleiacetat- 
lôsungen vermischt. Diese Eigenschaft muB durch die Anwesen- 
heit der Gruppe SH bedingt sein und verschwinden, wenn man die 
Verschiebung der Rubeanwasserstoffderivate in die Pseudoform ver- 
hindert. Das war aber zu erreichen, wenn man bei der Conden- 
sation statt von dem Rubeanwasserstoff selbst von dessen Substi- 
tutionsproducten, nämlich den von mir früher dargestellten (Ann. 
d. Ch. 262. 354), symmetrisch substituirten Thiooxamiden (CSNHR): 
ausging, die nur in folgender Weise mit Aldehyden und secundä- 
ren Basen reagiren kônnen: 


À fr 
LS Le 
NRH ee NR.CHRNR:; 
/NRH : | /NR.CHRNR, 
CGR NS. 
In der That gelang es, folgende Combinationen zu erzielen: 
Aus Schmp. 
Dimethylthicoxamid (4/° | 
Formaldehyd | \VN—CHN Se Re 1419 
Methylanilin he Mers 
: CH 
Dimethylthiooxamid {4 /° à 
Formaldehyd MINOR CIE ns 1080 
Aethylanilin Nes 6Hs] rothe Tafeln 
5 2 
Diaethylthiooxamid  [,/Ÿ 
Formaldehyd | NN—cHN GE ve. 134 
A Ci 6 T5 aaeln 
Methylanilin { Ne à 


Dicse Verbindungen geben mit Bleilüsungen keine Salze. 


Nicht condensationsfähig erwiesen sich die Thiooxamide mit 
aromatischen Substituenden, wie z. B. das Diphenylthiooxamid. 


Zur Kenntni8 der Gattungen Margelopsis und 
Nemopsis. 


Vorläufige Mittheilung 
von 


Dr. Clemens Hartlaub. 
Helgoland, Kôünigl. Biolog, Anstalt. 


Mit 4 Textfiguren. 


(Eingereicht am 28. August 1899 durch Ehlers.) 


Vor einigen Jahren beschrieb ich in meinem zweiten Bericht 
über die Coelenteraten Helgolands (Wiss. Meeresunters. Bd. II 
Heft I. p. 482 Taf. XVIb. Fig. 12—18. 1897) eine interessante 
Qualle unter dem Namen Margelopsis Haeckelii. Dieselbe erinnert, 
wiewohl sie sich durch eine einfache Mundüffnung als eine Sar- 
siade documentirt, an Margeliden durch den Besitz von gruppen- 
ständigen Tentakeln. Das Bemerkenswertheste war aber Etwas, 
was ich damals an dem einzigen zu meiner Verfügung stehenden 
Exemplare nicht mit voller Sicherheit beobachtete und defhalb in 
meiner Beschreibung verschwieg: die dickste der an der Wand 
des Magens sitzenden Planula-Larven zeigte nämlich die noch sehr 
kleine Anlage von Tentakeln. Nach der Conservirung des Exem- 
plars war davon Nichts mehr zu sehen, und so unterlief ich vor- 
läufig davon zu sprechen und suchte die schon gezeichneten Ten- 
takelchen auf der Figur Taf. XVI? Fig. 13 wieder zu entfernen, 
wovon noch die Spuren zu sehen sind. 

Nach einem Zeitraum von vier Jahren, innerhalb welchem nicht 
ein einziges Exemplar wicder beobachtet wurde, haben wir die 
merkwürdige kleine Qualle plützlich am 22. August in grofier 
Menge erhalten. Nun war die Frage, ob die am Manubrium sitzen- 
den Planulae noch an Ort und Stelle Tentakeln trichben, sehr bald 
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Margelopsis Haeckelii Hartl. mit Hydroidenlarven am Manubrium; stark vergr. 


entschieden und nicht blos das, sondern auch das weitere Schick- 
sal, die Form und Entwickelung des am Manubrium von Margelopsis 
entwickelten Hydroiden. 

Es handelt sich bei diesem um das 1857 von Mc Crady 
nach einem einzigen Exemplare beschriebene und seitdem nie wieder 
gesehene, schwimmende Hydrarium ,Nemopsis“, welches sich in 
dem Referat des Chun’schen Vortrages ,Ueber den Bau und die 
morphologische Auffassung der Siphonophoren“ (Verhandl. d. deut- 
schen Zool. Ges. 1897 Fig. 28 p. 48) abgebildet findet. 

Die Helgoländer ,Nemopsis“-Polypen konnte ich nicht nur an 
den jungen, vom Manubrium der Margelopsis eben abgelôsten 
Exemplaren untersuchen, sondern auch an zahlreichen im Auftrieb 
gefischten älteren. 

Die jungen Exemplare gleichen sehr einer Actinula. Solange 
sie im Zusammenhange mit der Meduse stehen, sind sie so gestellt, 
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daB ïhr oraler Pol, der von 5—7 Tentakeln umgeben ist, dem 
Manubrium zugewandt ist. Der distale Pol, das dickere Ende des 
etwas conischen oder birnfôrmigen jungen Polypen trägt in seiner 
Mitte bereits einen kurzen, mit einer napffôrmigen Einsenkung 
versehenen Auswuchs und ist von einem doppelten Kranze etwas 
längerer Tentakel umgeben. Die Gesammtzahl dieser aboralen 
Tentakeln ist zwülf, die der oralen meist sechs. Die Mundôffnung 
liegt an der Spitze eines flachen Kegels. Die Tentakel sind schwach 
geknôüpft und werden gespreizt gehalten, wiewohl sie sich auch sebr 
wohl biegen kônnen. 

Die älteren aus dem Auftrieb ge- 
fischten Exemplare unterscheiden sich ab- 
gesehen von der bedeutenderen GrüBe, 
die etwa 1 mm beträgt, durch den Besitz 
von Medusennospen. Diese Knospen liegen 
alternirend mit der oralen Reïhe der ab- 
oralen Tentakeln und bilden einen Kranz AR 
dicht oberhalb dieser. Es dürfte dies eine  Actinula-Larve von Marge- 


: : he : : lopsis Haeckelii Hartl. 
spezifische Eigenthümlichkeit sein, denn ÉNA SUA A ETR e- 


bei der Mec Crady’schen ,Nemopsis“ oben gerichtet. x 50. 
Gibbesi stehen die Knospen zwischen den 
zwei Tentakelkränzen am Leibe des Polypen zerstreut. — Die 


Medusenknospung ist eine sehr lebhafte. Knospen die noch 
keineswegs dicht vor der Ablôsung stehen, sondern nur einen in 
vier dicke Vorsprünge getheilten Glockenrand besitzen, zeigen neben 
ihrer Basis schon jüngere Knospenstadien. Aeltere Medusen- 
knospen zeigen an den erwähnten vier Vorsprüngen des unteren 
Glockenrandes bereits 2 oder 3 kurze, starr nach aufen ausge- 
streckte Tentakeln. Letztere mitsammt dem Glockenrande ent- 
wickeln sich also nicht, wie es gewôhnlich der Fall ist, nach der 
Glockenhôhle zu eingeschlagen, sondern gleich in ihrer definitiven 
Lage, und erinnern dadurch an die Gattungen Cladonema und Eleu- 
theria. — In der Magenhôhle der Hydranthen lebhaft umherschwim- 
mend sieht man in der Regel grofe Mengen cilientragender Orga- 
nismen, die sich bei näherer Untersuchung vielleicht als parasiti- 
sche Infusorien erweisen werden. Da die Magenhühle der damit 
behafteten Exemplare stets Reste von Copepoden enthielt, so han- 
delt es sich vielleicht um Parasiten der letzteren, die der ver- 
dauenden Thätigkeit des Polypen eine Zeitlang widerstehen. Po- 
. lypen welche ich ohne Fütterung einige Zeit im Aquarium hielt, 
erwiesen sich bei der Untersuchung als vollkommen frei von be- 
sagten Organismen. 


‘5 
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Der am aboralen Pole befindliche mit einer napffôrmigen Ein- 
senkung versehene Fortsatz ist eine bedeutungsvolle Bildung ganz 
eigener Art, vor allen Dingen nicht der Rest eines Stiles, wie 
man ohne die Entwickelung des Polypen zu kennen vielleicht hätte 
vermuthen dürfen. Die becherfôrmige Vertiefung ist ausgekleidet 
von einem hôüheren ectodermalen Epithel dicht stehender Cylinder- 
zellen und erinnert an die früheste Pneumatophorenanlage der 
Physophoriden. Die Bedeutung des. Fortsatzes ist bis jetzt nicht 
klar. (Ob er als Pneumatophore functionirt oder aber vielleicht 
zur Anheftung des Polypen dient, bleibt vor der Hand zweifel- 
haft. Das letztere erscheint mir ziemlich unwahrscheinlich, da die 
Bildung eines derartigen besonders vorgebildeten Organs zur An- 
heftung doch ohne Analogon wäre. Andrerseits darf nicht vergessen 
werden, daf die , Nemopsis“-Polypen keine active Schwimmbewegung 
zeigen. Sie sinken im Behälter zu Boden. — Das Schlagen der Ten- 
takeln, welches bei Mc Crady’s Exemplare eine active Fortbewegung 
bewirkte, fand ich häufig mit dem Absterben verknüpft und es 
scheint mir in Folge von Unbehagen einzutreten. Die Polypen sind 
sehr empfndlich gegen Temperaturschwankungen. ÆErst wenn der 
Behälter eine Zeitlang der Beobachtung ausgesetzt wird und die 
Temperatur des Wassers zunimmt, beginnen die Thiere sich zu 
contrahiren und gleichzeitig mit den Tentakeln zu schlagen, was 
a tempo geschieht und einer Glocken-Contraction nicht unähnlich 
sieht. Exemplare, die sich wohl befinden, halten sämmtliche Ten- 
takeln starr auseinander gespreizt. Beim Sinken stellt sich der 
aborale Pol nach oben ein. — Die Tentakeln der älteren Exemplare 
erscheinen weniger geknôpft als die der ganz jungen, weil die 
Bildung der Nesselzellen an ihnen nicht auf das Ende beschränkt 
ist sondern sich über die distale Tentakelhälfte ausdehnt. — 

Die Frage, ob die Polypen schwimmen sei es durch Schlagen 
der Tentakeln, sei es mit Hülfe des vielleicht als Pneumatophore 
functionirenden aboralen Fortsatzes, ist natürlich von der grôBten 
Bedeutung. — Der blofe Umstand, daf die Polypen in Menge im 
Auftriebe sich befinden, kann natürlich nicht genügen für die. An- 
nahme der anhaltenden Schwimmfähigkeit. Es waren gleichzeitig 
Massen von Polypen ausstreuenden Margelopsis in der See vor- 
handen, und der Auftrieb wurde im stark strômenden Wasser ge- 
fischt. In meinen Hafengläsern lagen die Polypen stets auf dem 
Boden; durch Umrühren in die Hühe gewirbelt, sinken sie, da die 
ausgebreiteten Tentakeln wie eine Art Fallschirm oder Schwebe- 
apparat wirken, sehr langsam wieder nieder. Es ist also jedenfalls 
anzunehmen, da$ sic lange im Meere passiv umherzutreiben vermügen, 


au 
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Bezüglich der systematischen Stellung der Margelopsis-Meduse 
môüchte ich noch bemerken, da sie ohne Zweïfel zu den Codo- 
niden gehürt. Die gruppenständigen Tentakeln erinnern allerdings 


ein wenig an 


Margeliden Fig. 8. 


und auch die 
Entwickelung 
von Eiern zur 
Planulaim Ver- 
bande der Go- 
nade ist eine 
bei Margeli- 
den (Bougain- 
villia superci- 
liaris L. Ag.) 
schon festge- 
stellte Erschei- 
nung, aber 
trotzdemistun- 
sere Margelcp- 
sis eine echte 
Codonide. 
Schon ihr hef- 


Hydroid von Margelopsis Haeckeli Hartl. in schwebender 


tig stoBweises Stellung, den oralen Pol nach unten gerichtet. 36 x vergr. 


Schwimmen, 


welches sehr an eine junge Sarsie erinnert, läft dies erkennen. 
Ferner ist auch zu beachten, daf wir die Margelopsis-Polypen ent- 


schieden in die Reïhe der Medusen tragen- 
den Tubularien zu stellen haben, und daf 
diese, es sei an ÆEctopleura und Corymorpha 
erinnert, soweit bis jetzt bekannt ist, nur 
Codoniden erzeugen. 

Das Genus Nemopsis wurde 1849 von 
L. Agassiz gegründet für eine Margclide, 
die sich von andern dadurch unterscheidet, 
daf sich bei ihr die Gonaden vom Manu- 
brium auf die Radiär-Canäle fortsetzen. 
Dieser so abweichenden Eigenschaft wegen 
gründete Agassiz 1862 (Contrib. IV p. 345) 
cine besondere Familie der Nemopsidae, die 
jedoch Haeckel in seinem System der 
Medusen (1879 p. 93) nicht anerkannte. 


Fig. 4. 


m-" 

Hydroiïid von Margelopsis 
Gibbesi (Mc Crady) (Copie 
nach Chun aus Mc Crady). 
m Mundôtinung, med Me- 
dusenknospen, t aboraler, t 
oraler Tentakelkranz, s ab- 

oraler Pol der Colonie. 
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Haeckel betrachtet die Qualle als Margelide und beschrieb LI. c. 
aufer der Agassiz’schen Art Nemopsis Bachei noch die zwei neuen 
Arten N. heteronema und N. Favonia. 

Der Name Nemopsis wurde also ursprünglich einer Meduse 
gegeben. Mc Crady übertrug 1857 (Gymnopht. Charleston Har- 
bor. p. 160 PI. X Fig. 1—7) den Namen auf den von ihm ent- 
deckten oben erwähnten schwimmenden Polypen, weil er diesen für 
die Amme der gleichzeitig mit ihr gefundenen Nemopsis -Quallen 
hielt. Diese Quallen hielt Mc Crady für eine neue Species, die 
von ihm N. Gibbesi benannt wurde. Sie sind nach À. Agassiz 
identisch mit N. Bachei L. Agass. Der Speciesname ,Gibbesi“ 
würde somit nur noch für den Polypen Anwendung finden dürfen. 

Nach meinen oben geschilderten Beobachtungen ist kaum an- 
zunehmen, dass die Nemopsis-Quallen von Mc Crady’s schwim- 
menden Polypen herrührten. Die Medusenknospen, welche er an 
seinem Hydroiden abbildete, gleichen des tief gelappten Glocken- 
randes wegen durchaus den Medusenknospen meines bei Helgoland 
beobachteten Schwimmpolypen, und diese weisen durch die charak- 
teristische Stellung ihrer bereits angelegten Tentakeln darauf hin, 
daB es sich um nichts Anderes als um eine junge Margelopsis hän- 
delt. Auch spricht für meine Ansicht der Umstand, daf sich nach 
Mc Crady's Aussage und Abbildungen (1e. Fig. 4—6) die jungen 
Quallen von den ,Nemopsis“-Polypen ohne Mundtentakeln 
ablôüsten. Ich trage daher kein Bedenken den Mc Crad y’schen 
Polypen der Gattung Margelopsis zuzuzählen, und somit würde 
diese Gattung die zwei Hydroiïdenarten 

Margelopsis Gibbesii (Mc Crady) 
und , Haeckelii Hartl, 
nebst die zu letzterem gehôrige gleichnamige Meduse umfassen. 
Wie die Ammengeneration des Genus Nemopsis sich verhält, ist 
vor der Hand noch als unbekannt zu verzeichnen. 

Es sei noch erwähnt, daf Allman 1871 (Monogr. p. 801) den 
Mc Crady’schen Polypen für einen vom Stamm eines noch un- 
bekannten Hydroiïden abgelôsten Hydranthen hielt, was er eben- 
falls von Stimpson’s Acaulis (Mar. Inv. Grand Manan p.10) an- 
nimmt. Er weist auf das Vorkommen derartig abgelüster frei- 
schwimmender Tubularienkôpfe hin. 


Helgoland, August 1899. 


Die Zeitangaben beziehen sich auf Gôttinger mittlere Zeit. 
(Greenwicher mittlere Zeit — Güttinger mittlere Zeit — 39m 468.) 
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Erdbebendiagramme. 


Die Abbildungen sollen nur eine allgemeine Uebersicht geben. Treue in den Einzelheiten 
kônnen sie nicht bieten, da sie durch Zinkdruck unter Zwischenschaltung einer Handpause her- 


gestellt wurden. — 
OS aime. __ On Figur 9 ist recht gut gelungen. — In Figur 10 sind die Zacken zu derb und nicht dicht 
genug beieinander. — Die Figuren 11—14 geben zwar die Hauptbewegungen befriedigend wieder, 
lassen aber in den Vorläufern viele feine Zacken vermissen und sind in den Ausläufern bei Weitem 
nicht so regelmäBig wie die Originalphotogramme ; hier mu man sich wieder- und wiederkehrende 
Figur 10. immer schwächer werdende Wellenzüge von ca. 1'/, mm Wellenlänge denken. 
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Lichtenbergsche Figuren im Inneren von Rôntgen- 
rôhren. 


Von 
Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Oct. 1899. 


Bei den Bestäubungsversuchen, welche ich bei einigen Crookes- 
und Rôüntgen-Rühren angestellt hatte!), war mir eine Erscheinung 
aufgefallen, die sich bei einer kugelfôrmigen Crookes’schen Rühre 
zeigte. Bei der Bestäubung schlug sich das rothe Mennigepulver 
gegen den Rand des der Kathode gegenüber entstehenden Fluores- 
cenzfleckes in keulen- oder lappenfürmigen Gebilden nieder, wie 
sie in den Figuren 1 und 2 meiner früheren Mittheilung gezeichnet 


LT 


00 


AA f ë LÉ. 


Fig. 1. 
sind. Diese Bildungen waren bei einigen anderen Versuchen, 
deren Ergebnisse leider nicht durch ein photographisches Bild 
festgehalten worden sind, noch deutlicher hervorgetreten. Ich 
gebe daher in Fig. 1 zwci andere Bilder von solchen Staubfiguren. 
Die Conturen der Lappen waren dabei auf einem Pauspapier 
durchgezeichnet worden, das, mit einigen Einschnitten versehen, 


1) Vgl. diese Nachr. 1899. 11. Mürz. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichton. Muth.-phys. Klasse. 1809. Loft 8. 1 
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unmittelbar auf die bestäubte Kugel gelegt war. Bei den beiden 
Versuchen, welchen die Figuren 1 entsprechen, war die Anode zur 
Erde abgeleitet. * 

Ich habe nun bemerkt, daf diese Figuren ohne jedes weitere 
Hülfsmittel gesehen werden kônnen. Wenn man die der Kathode 
gegenüberliegende Glasoberfläche betrachtet, so sieht man, daf sie , 
keineswegs gleichmäBig fluoresciert; man findet vielmehr, daB auf 
derselben dunklere Bänder sich bilden, welche gegen die Anode 
der Rôhre in mehr oder weniger gekrümmten Bahnen sich hin- 
ziehen. Zuweilen kann man beobachten, wie ein solches Band, 
das keulenartig bis auf eine gewisse Entfernung von der Anode 
sich erstreckte, plôtzlich eine gegen diese gerichtete Verlängerung 
bekommt. Der Grund der Erscheinung ist offenbar der folgende. 
Wenn die negative Elektricität sich in den keulenformigen Lappen 
der Figuren 1 anhäuft, so wird durch die Rückwirkung der nega- 
tiven Ladung die Geschwindigkeit der Kathodenstrahlen an diesen 
Stellen vermindert. Die Strahlen werden zugleich seitlich de- 
flektiert. Die Fluorescenz des Glases wird also an den von der 
negativen Electricität bedeckten Stellen schwächer sein, als an den 
von ibhr freien, die ersteren erscheinen dunkel auf hellem Grunde. 
Damit ist aber zugleich auch der Grund für die Veränderlichkeit 
der Figuren gegeben. Sobald durch die fortdauernde Kathoden- 
strahlung die Vertheilung der negativen Elektricität an der Glas- 
oberfläche eine andere wird, sobald werden auch die Intensitäts- 
verhältnisse des Fluorescenzlichtes geändert. Es verschwinden 
Stellen, die bisher dunkel waren und treten neue auf. So kommt 
ein Hin- und Herwogen des Fluorescenzlichtes zu Stande, welches 
ganz den Anschein eines hin- und herwogenden Fluidums erweckt. 

Im weiteren Verlaufe der Beobachtungen erlitten die Figuren 
eine sehr eigenthümliche Veränderung, von der jetzt die Rede sein 
soll. Die Entladungsrôhre wurde hart, so daf die Entladungen 
unter Umständen überhaupt nicht mehr durchgingen, der Ausgleich 
der Elektricitäten sich vielmehr in Büscheln oder Funken durch 
die Luft hindurch vollzog. Durch Commutieren des Stromes lieB 
sich dann ein Zustand herstellen, bei dem die Entladung eben noch 
durch die Rôühre gieng. An Stelle der keulen- und lappenfôrmigen 
Gebilde der früher beschriebenen Figuren traten jetzt überaus 
zierliche Dendriten von ziemlicher Ausdehnung und reicher Ver- 
ästelung, von dem Aussehen gewôhnlicher Lichtenberg’scher Fi- 
guren bei positiver Entladung. Ebenso wie die früheren Figuren 
hoben sich auch diese dunkel von hellem Grunde ab. 

Die Betrachtung der Erscheinungen erweckt den Eindruck 
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von einem allmäligen Entstehen der Dendriten; in diesem Falle 
würde es sich dabei um ein Kriechen der negativen Elektricität an 
der Oberfläche des Glases handeln, eine Bewegung, welche sichtbar 
wird, weil in allen Stellen, die von der Ausbreitung der negativen 
Elektricität getroffen werden, die Intensität der Fluorescenz sich 
vermindert. 

Diese Anschauungen wurden bestätigt, durch Beobachtungen 
mit einer zweiten birnfürmigen Rüntgenrôhre; der Druck in der 
Rôhre war wesentlich hüher als bei der zuvor besprochenen, als 
Rôntgenrôhre war sie nur sehr wenig wirksam. Bei dieser Rôühre 
war die fluorescierende Fläche gegenüber der Kathode durch einen 
hellgrünen Ring begrenzt, dem nach aufen hin eine dunklere, 
schmale Zone vorgelagert war. Wenn der Entladungsstrom einige 
Zeit durch die Rôhre gegangen war, so waren die Grenzen dieser 
Zone stationär, die äuBere Grenzlinie war nicht gerade, sondern 
leicht gewellt oder gezackt. Nun wurden durch Erregung eines 
Magnetfeldes die Kathodenstrahlen gedreht, so da8 die Grenze der 
fluorescierenden Fläche um etwa 1 cm vorgeschoben wurde. Dann 
spielte sich der folgende Vorgang ab. Die der fluorescierenden 
Fläche vorgelagerte dunkle Zone war zuerst geradlinig begrenzt ; 
bald aber wuchsen aus ihr schmale Stile oder Spitzen hervor, 
dunkel auf dem bhellen Grunde sich abhebend; vgl. Fig. 2, in 


Fig. 2. 


welcher die gestrichelte Linie die ursprüngliche Lage der dunkeln 
Zone angiebt. Zu einer seitlichen Verästelung jener Stile kam es 
nur in geringem Maañe, allmälig rückte die Basis, von welcher die 
dunklen Stile sich erhoben, gleichfalls nach aufen vor, bis die 
Grenze der dunklen Zone wieder das Ansehen der gestrichelten 
Linie angenommen hatte. 
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Ueber ein von Herrn Fr. Kohlrausch aufgestelltes Problem 
der Wärmelehre. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung am 28. October 1899. 


Am 27. Juli hat Herr Fr. Kohlrausch') der Kgl. Akademie 
der Wissenschaften in Berlin eine Arbeit ,über den stationären 
Temperaturzustand eines von einem electrischen Strome erwärmten 
Leiters“ vorgelegt, in der er u. a. das allgemeine Problem eines 
beliebig gestalteten homogenen Kôrpers behandelt, von dessen 
Oberfläche zwei Bereiche auf verschiedenen constanten Temperaturen 
und auf verschiedenen constanten Potentialen erhalten werden, 
während die übrige Oberfläche sowohl für Wärme, als für Elec- 
tricität isolirt ist. 

Ich môchte mir erlauben, dieser Arbeïit eine Ergänzung zu 
geben, indem ich jenes allgemeine Problem auf einem anderen 
Wege und zwar unter Berücksichtigung der von Herrn Kohlrausch 
nicht in Rechnung gezogenen Thomson-Wärme lôse, dabei zugleich 
auch einige von Herrn Kohlrausch nur aufgeworfene Fragen be- 
antworte. Die Einführung der Thomson-Wärme scheint deshalb 
besonders erwünscht, weil Herr Kohlrausch auf das genannte 
Problem eine schône Methode zur Bestimmung des Verhältnisses 
aus thermischer und electrischer Leitfähigkeit gründet, und daher 
die Frage entsteht, ob bei deren Anwendung, die u. U. sehr starke 
Strôme voraussetzt, die Vernachlässigung der Thomson-Wärme 
nicht Fehler veranlassen kônnte. AuBerdem hat das so erweiterte 
Problem auch ein gewisses theoretisches Interesse und liefert 


1) Fr. Kobilrausch, Berl. Ber. XXXVWIII, p. 711, 1899. 
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überdies die Theorie einer Methode zur Bestimmung der Thomson- 
Wärme selbst. 

1) Ich gehe aus von der von mir entwickelten Theorie der 
umkehrbaren electrischen Wärmeeffecte'), um die Behandlung der 
gestellten Aufgabe gleichzeitig zu einem Anwendungsheispiel für 
jene zu benutzen. Bezeichnet T die absolute Temperatur, @ eine 
der Substanz individuelle Function von 7, 4 die thermische, 1 die 
electrische Leitfähigkeit, so finden innerhalb eines ungleich tem- 
perirten, isotropen, homogenen Kôrpers räumliche thermoelec- 
trische Kräfte Æ statt mit dem Componenten 


0@ dO ÔT 1) 


RER EL del RS 


und in Folge hiervon entsteht eine electrische Strômung 7 
mit den Componenten 


(PEN A 2) 
ox 


wobei ® das electrostatische Potential bezeichnet. Ferner flieBt 
ein thermischer Leitungsstrom J mit den Componenten 


= —À 


et AA 8) 


und ein mit dem electrischen Strom verbundener thermischer 
Convectionsstrom 3 mit den Componenten 


Lie Che 4) 


Dieser letztere Wärmestrom äufert sich in dem Peltier- und 
dem Thomson-Phänomen; er enthält auch zugleich denjenigen Theil 
der Joule-Wärme in sich, der der Arbeit der thermoelectrischen 
Kraft ÆX an dem betrachteten Raumelement des Kôrpers ent- 
spricht. 

Aus Formel (2) ergiebt sich, daf # = D—©@ bezüglich der 
erregten electrischen Strômung in ungleich temperirten Kôrpern 
dieselbe Stellung einnimmt, wie das Potential ® in gleichtempe- 
rirten; man kann ® demgemäB auch kurz als thermoelectri- 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. v. 1895, p.185, v. 1898, p. 118. Wied. Ann. 67, p. 717, 
1899. Der Bequemlichkeit halber benutze ich die dort angewandte Bezeichnung. 
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sches Potential bezeichnen. Es läft sich leicht zeigen, da8 
% auch bei eléctrostatischen Beziehungen an die Stelle von ® 
tritt. 

Werden an zwei Stellen (a) und (b) eines ungleich temperirten 
Leiters zwei gleichfalls durch (a) und (b) characterisirte Drähte 
aus anderer Substanz angelegt, die etwa nach einem Electrometer 
führen, so ist auf denselben ÿ, = 0, 7, = 0, also 4, und Y, 
constant; zugleich dürfen wir, da in © eine additive Constante 
willkürlich ist, ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, 
da das statische Potential ® stetig durch die Berührungsstelle 
geht. Gilt #° und %° für das Electrometer, 4! und % für die 
Berübrungsstellen mit dem Leiïiter, so erhält man 


Dev 09 9 "7-0, 
WT D, — (D) 
wobei (®), und (®), die Werthe von ® in dem Leïter an den 
Berührungsstellen mit den Drähten bezeichnen. Endlich ist 


(P), = (d—0),, (P), = (D—@), 


Sonach ergiebt sich die am Electrometer wirksame Potential- 
differenz 


DD =.6-6, F(HRO)= JP 60), 
oder, da bei gleicher Substanz und gleicher Temperatur der Elec- 
trometertheile @ — ©! ist, und (@),—@! = P,, (@,)— ©; — P, die 
thermoelectrische Kraft der Berührung in a und b giebt, auch 


D — D, = (CHER =(#P),-?r. 


Die electrometrische - Messung führt also auf (4), —(%),; 
vertritt bei derselben in der That vollständig das electrostatische 
Potential ©. 

2) Wir wollen nun zunächst die Frage erledigen, ob durch 
die von Herrn Kohlrausch aufgestellten Bedingungen das Problem 
des electrischen und des thermischen stationären Strômungs-Zu- 
standes eindeutig bestimmt ist. 

Bezüglich des Potentiales # findet dies bei mit dem Ort in 
vorgeschriebener stetiger Weise wechselnder Leitfähigkeit À je- 
denfalls statt; denn die Gleichungen für # sind die gewôhnlich 
behandelten: die Bedingung des stationären Zustandes 


Ôu , Ov , Ow 
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nimmt wegen 
0 6 
Mo 


die Form an 


Ô Ô Ô (RE 1 Ô Ô 


dazu ist an einem Theïil der Oberfläche 4 — Yvorgeschrieben, an 
dem anderen 
0 WJon —= 0. 

Nicht so direct zu übersehen ist, auch wenn 4 als gegeben 
betrachtet wird, die Antwort auf die gestellte Frage bezüglich 
der Temperatur T; denn die für sie hier geltende Hauptgleichung 
weicht von der gewühnlichen, mit (7) conformen ab. Wir erhalten 
für letztere zunächst : 
o(U+U) ,0(P+8) Dern 

Ôx ‘y Ôz +(« AL + )= Wa) 
wobei das letzte Glied die Joule-Wärme FR welche der 
Arbeit der electrischen Kraft X, nicht thermoelectrischen Ur- 
sprunges entspricht; diese Gleichung läft sich aber wegen (5) in 
der Form schreiben 


++ 


DECO CP EN OCT IN 
0x Foy dE : pe à D 
wobei 
(U) = U+U+up, ... 10) 
die Componenten eines aequivalenten Gesammt-Wärmestromes 
(J) darstellen. 
Führen wir noch die Abkürzung 


do 
@ — HR ph 


ein, wobei # eine Function von T allein bezeichnet, so wird einfach 
(Dies HS see a + fe 11) 


der Gesammtwärmestrom zerfällt also in einen Theil, der normal 
zu den Flächen T — Const., und einen, der normal zu den Flächen 
g — Const. verläuft; der letztere erscheint als von der electrischen 
Kraft getrieben oder als convectiv von dem electrischen Strome 
mitgeführt, und 4(9 + #) stellt für ihn die Leitfähigkeit, (9 + 4) 
den Mitführungscoefficienten dar. 
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Was die Nebenbedingungen angeht, so ist bei Herrn Kohl- 
rausch für dieselben Oberflächentheile, an denen # — % vorge- 
schrieben ist, auch T — T gegeben.. An der übrigen Oberfläche 
ist die Summe der Componenten von J und 3 nach der Richtung 
der Normalen gleich Null, was wegen des dort verschwindenden 
0 WJôn auf die Bedingung 0T/0n — 0 führt. 

Formel (9) nimmt nun bei Einführung der Werthe (11) und 
bei Rücksicht auf (7) die Gestalt an 


Ô OT Ô 0T (] Ô 
= 402 Map (éren es te) 


PAPE) 0% o(8+Y) BR AE) 246 à 
6 nr ôy  Ôy Üze mûre 


Da 9 nach der Beobachtung als in T lineär betrachtet werden 
darf ’), so ist diese Gleichung überhaupt in 7 lineär, und es ist 
die gewôhnliche Methode zur Untersuchung der eindeutigen Be- 
stimmtheit von T anwendbar. 

Wir setzen demgemäf voraus, dafi zwei Lôsungen T, und 7, 
mit den Bedingungen vereinbar wären, und schreiben 


T,-T, = T, #,—9, — #", 13) 
wobei 8’, als mit T' proportional, — cT” gesetzt werden mag. 
Für T' gilt dann nach (12), da # eindeutig bestimmt ist, 


() OL 0] 0 T' Ô Ô T' 

US ee ea 

$ 0Y OT" OYWOT oYWolT 

ere. PHASE #) =0 12) 
Maultiplicirt man diese Formel mit 7’ und intigrirt sie über das 
Volumelement des betrachteten Kôrpers, so resultiert 


Jurérs: re x) % 
- fa jee +55) +52) & = 0, 15) 


wobei das erste Integral über die Oberfläche von # erstreckt ist. 

Das Oberflächenintegral wird aber durch die Nebenbedingungen 
des Problems zu Null gemacht, da an einem Theile der Oberfläche 
T vorgeschrieben, also 1” l"gleich Null ist, im übrigen aber 07/on 
Sas auch OT'/ôn) und OY/ôn verschwindet. Es muê sonach das 


1) W. Voigt, Gôütt. Nachr. 1898, p. 126. 
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Raumintegral gleichfalls Null sein, was in bekannter Weise da- 
hin führt, da8 T' verschwindet. 

Bei vorgeschriebenen 4 und À ist also # und T durch die 
Bedingungen eindeutig bestimmt. 

Wechselt À und 4 mit T, so ist die vorstehende Methode der 
Beweisführung nicht mehr anwendbar. Hier kann man aber we- 
nigstens für den praktisch wichtigsten Fall HQE Veränder- 
lichkeït in folgender Weise schlieBen. 
| Es seien 4 und 4 nur um GrôüBen erster Ordnung von 

Constanten verschieden. Lôüst man dann das Problem des statio- 
nären Zustandes für constante Mittelwerthe 4, und 4, von 4 und 
A, wo es nach dem Vorstehenden eindeutig bestimmt ist, so sind 
die entsprechenden Werthe 7, und %, bis auf Glieder erster Ord- 
nung exclusive richtig. Bestimmt man dann durch Einsetzen die 
diesem 7, entsprechenden Werthe 1, und 4, von À und 4, so wer- 
den dieselben bis auf Glieder zweiter Ordnung exclusive mit den 
wirklichen Werthen üibereinstimmen, und es ist nach dem Vorste- 
henden eine zweite Annäherung 7, und ®, durch die Bedingungen 
eindeutig bestimmt. So kann man bis zu beliebiger Genauigkeit 
. fortschreiten. 

3) Wir wenden uns nun dem speciellen von Herrn Kohlrausch 
formulirten Problem zu, bei welchem längs zweier Bereiche der 
Oberfläche des Kôürpers T'und # je zwei verschiedenen Constanten 
T,, T, und #, Y, gleich erhalten sein sollen; es müssen dann 
allenthalben die Flächen # = Const. mit solchen T = Const. 
zusammenfallen; denn die Hauptgleichungen, wie auch die letzte 
Bedingung, da an dem übrigen Bereich der Oberfläche 0 on 
und 0 7/0n verschwinden sollen, sind hiermit vereinbar, und das 
Problem darf nach dem Vorstehenden als für die practisch wich- 
tigen Fälle eindeutig bestimmt angesehen werden. 

Die beiden Gleichungen (5) und (9) nehmen, auf ein Volumen- 
element angewandé, das zwischen zwei Niveaufñlichen liegt und 
seitlich durch eine auf beiden normale Mantelfläche begrenzt ist, 
die Gestalt an 


dia _ 9 4U)a 
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wobei s die nach Obigem jetzt gemeinsame Richtung der beiden 
Strômungen ? und (J) bezeichnet, g aber den Querschnitt des Vo- 
lumenelementes angiebt. 

Hieraus folgt, falls c und C dem durch q gehenden Strom- 
faden individuelle Constanten bezeichnen, 
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ja = (Ja =, 18) 
d. h. 
dan 41, 47 
also bei Elimination von ds/q 
A C CE 
4 = (-s- vd Te 20) 


Da in dieser Formel mit Ausnahme von C/c alle Glieder nach 
ibrer Definition längs jeder Fläche T = Const. auch constant sind, so 
muf gleiches von C/c gelten; und da C/c längs jedes Stromfadens seinen 
Werth beibehält, so muf es innerhalb des ganzen homogenen Kôrpers 
constant sein. Hieraus folgt dann auch, daB das Verhältnif der 
Stromdichten i und (J) im ganzen Kôrper denselben Werth hat. 

Nun ist nach dem früher Gesagten in der Wirklichkeit we- 
nigstens sehr nahe # in T lineär, es kann also 


C 


Fr 9 = a+bT 21) 
gesetzt werden. Schreibt man 
Da—bT — w-T+o Mo 29) 
s0 ist 
ETRE 23) 
und es wird aus Gleichung (20): 
_4 = e(5+95) 24) 


Ignorirt man den Thomson-Effect, setzt also b — 0, so führt 
diese Formel ganz direct zu der von Herrn Kohlrausch mitge- 
theilten Lôsung. 

Um die Gleichung bei Berücksichtigung des Thomson-Effectes 


zu integriren nehmen wir an, — was der Wirklichkeit sehr nahe 
entspricht, — da 4/1 in T lineär ist, und setzen 
dt 
AJ} = + und IT = 1 25) 


wobei nun r' eine Constante ist. Aus (24) wird dann 


nr 
ass Arr 26) 
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und die Substitution 


Q = to 27) 
führt auf 
œt' do dt 
LÉbu Leurs. Ur. 28) 


Hierdurch ist das Problem auf eine Quadratur zurückgeführt. 
Für die Ausführung derselben kommt in Betracht, daB nach der 
Beobachtung r' > 0 und, wenngleich klein, doch im Allgemeinen 
grôBer als d ist. Es folgt deshalb, wenn # die Integrationscon- 
stante bezeichnet : 

à 3 RAR nm LD 

k—In(r) = 4 In (1 + + To!) Er =v arctg Ve 29) 
eine Formel, die allerdings von der einfachen Gleichung, die Herr 
Kohlrausch benutzt, weit abweïcht, aber trotzdem für b — O0, d.h. 
für verschwindenden Thomson-Effect, in sie übergeht. 

Zu einer sehr bequemen Annäherungsformel gelangt man in 
dem Falle, da8 sowohl 6/27’, alswV/r' als Grôfen erster Ord- 
nung neben Eins angesehen werden dürfen, — eine Annahme, die 
bei den Anwendungen wohl zumeist zulässig sein wird. 

Bei Beschränkung auf die niedrigste Ordnung wird dann näm- 
lich das letzte Glied von (29) zu 


b b+92r'o b(b+2t'o) ( “+ ire) 
— ——— arct = = Lin(1 — ——— | 
" 9Vr J 2 Vr' Ar! d 27 


und die ganze Formel (29) geht, wenn man noch # mit /n(pVr') 
vertauscht, über in 


! FIVE LEPRX | Er 
e'(E) = (+60 +7 0) (1 Sa b œ), 


was innerhalb der festgestellten Annäherung identisch ist mit 


(1 
T' (2) = l— Le + T'o. 30) 


DE b*\r Ê 
D: — 5 +e 31) 
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ist, auch 
as ef) f£ar+(w-a+5n) 32) 
L DT) JA ; | 


Dies ist aber, bis auf die in L multiplicirten Glieder, die von Herrn 
Kohlrausch angegebene Formel. 

Man kann hieraus den SchluB ziehen, daB innerhalb der ein- 
geführten Annäherung die Berücksichtigung des Thomson-Effectes 
nur die Wirkung übt, daB in der Gleichung (32) % — b T und 
(4/4) (1—b°/2r') (unter b die Constante jenes Effectes verstanden) 
an Stelle von # und 4/1 treten. 

4) Während nach dem Gesagten der Zusammenhang zwischen 
4 und T bei den festgesetzten Oberflächenbedingungen sich für 
alle homogenen Kôrper allsemein angeben läft, muB die Bestim- 
mung von 7 und % in ihrer Abhängigkeit vom Orte für jede 
Gestalt des Kôrpers für sich vorgenommen werden und stôft 
schon in den einfachsten Fällen auf Schwierigkeiten. 

Für einen cylindrischen Stab mit zur X-Richtung paralleler 
Axe, dessen Endquerschnitte auf constanten Temperaturen und con- 
stanten Potentialen erhalten werden, lauten die Hauptgleichungen: 


a( = dr de +4 SE (+4) = 0 33) 


Die erste liefert, wenn 7j wie früher eine Constante bezeichnet, 
ay S 
Re 34) 


die letztere führt hiernach auf 


d dT\ .d(S+%) 
VU &) A ET : 
oder auch auf 
d aT dÿ 
1 (45) 5 ja +ÿ = 0. 36) 
Diese Gleichung läft sich, wenn 4, 4 und # als Functionen 
von T gegeben sind, streng kaum integriren, — es sei denn, da 


# als constant betrachtet, also der Thomson-Effect vernachlässigt 
werden darf. In diesem Falle gelangt man, wenn 
d M 


AÂT = dM, = AN 36) 


gesetzt, und unter Æ eine Constante verstanden wird, sogleich zu 


(Re) =E-FN D: 
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wodurch, da N als Function von M ausdrückbar ist, das Problem 
auf eine Quadratur zurückgeführt erscheint. 

Bestimmt man aus der Endformel T' als Function von x und 
setzt den Werth in den Ausdruck für À ein, so liefert (34) nach 
einer Quadratur auch 

Indessen führt dieser Weg selbst bei einfachen Annahmen 
über das Gesetz von À und 4 auf sehr complicirte Formeln. Da- 
her erscheint der folgende Weg der successiven Annäherung, der 
auch bei Berücksichtigung der Thomson-Wärme gangbar ist, em- 
pfeblenswerther. Er beruht darauf, da8 in Wirklichkeit 4 und 4 
nur in geringem Maañe mit T variiren, und die Thomson-Wärme 
stets sehr gering ist, und mag allein in dem Fall, daB die beiden 
Cylinderenden gleiche Temperaturen besitzen, weiter verfolgt 
werden, weil über ihn Beobachtungen bereits vorliegen. Wir 
setzen zunächst À und 4 constant gleich 4, und 4, und igno- 
riren die Thomson-Wärme; dann giebt Gleichung (35), wenn wir 
den Coordinatenanfang in die Mitte des Stabes legen und die Tem- 
peraturen an den beiden Enden z = + d zum Ausgangspunkt für 
die Rechnung einer Temperatur é wählen, in erster Annäherung 

_P@-#) 
VE — HE 12004 38) 

Um eine zweite Annäherung für { zu erhalten denken wir 
nunmehr in À und 4 den obigen Werth (38) für £{ eingesetzt, was 
wir durch die Bezeichnung À, und 4, andeuten, und erhalten 50, 
indem wir zugleich für # den Werth (21) benutzen, 


Ôé : EU dan 
ASE+bit+r JE = 39) 


wobei Æ eine Constante bedeutet. 
Setzen wir weiter 


dl, == di, 40) 
so giebt Gleichung (39) durch Integration 
et UE 2 pe fetbilor pr, 41) 


Das erste Glied des Integrales berechnen wir streng, das 
zweite aber durch wiederholte theilweise Integration in Annähe- 
rung bis auf Glieder zweiter Ordnung in Bezug auf die in Wirk- 
lichkeit stets kleine Constante b; indem wir hierbei noch 


ldL = dM, MdL = dN 42) 
16 
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setzen, finden wir schliefilich 


tm tte —ÿ (MDN). 43) 


Da 4, und À, gerade pe kde von æ sind, so sind nach (40) L 

und ? ungerade; daher ist auch nach (42) M gerade, N ungerade. 
Für x — + d erhalten wir aus (43), wenn wir die für æ = +d 

geltenden Werthe von Z, M, N durch L, M, N bezeichnen, 


1e) Dia AU EL 44) 


Hieraus folgt bei erneuter Aie der Glieder zweiter 
Ordnung in Bezug auf b 


NF Nale | 
eue = M-h=-ÿ(>- Hi), 45 
somit also in gleicher Annäherung 
mia 0 


Die Differenz © und die Summe 6 der Werthe #, die absolut 
gleichen, aber entgegengesetzten Werthen x entsprechen, folgen 
hieraus sehr einfach zu 

8 = 2ÿd 7", 6 = 2ÿ (M — M); 47) 
dabei ist 


dx dx fax dx fdx fax 
1=fr ufr on be ce 


Für 1, und 4, wird man hierin Ausdrücke von der Form «(1 —Bx°) 
und A(1—Bx*) zu setzen haben und das in 8 oder B multiplicirte 
Glied als klein neben Eins betrachten dürfen. Dann ist 


æ Co Ca 2 
L=(i+8), M = (1+(8+82) +), 


N=pen(t+(8+98) 56), 


und man erhält für 8 in erster Annäherung, da « und À hiermit 
À, und 4, vertauscht werden dürfen, 


_ J'iæ(d'—x) 


Sn e 
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Dieser Ausdruck erreicht seinen grôBten Werth 9 für x = 4 d; 
derselbe lautet 

8j bd° 167dbt, 

21 FRA nan 1 27 Fi 

wobei {, — ÿd'/24,4, die Temperatur in der Mitte des Stabes, 
d. h. für x — 0, bezeichnet. 

Für % erhält man den der zweiten Annäherung entsprechen- 
den Werth, indem man in À den Ausdruck (38) für t einsetzt und 
(34) damit integrirt. Unter Benutzung der Bezeichnung aus (40) 
und einer Integrationsconstante y wird dann % — y—)1. Nimmt 
man für À, den oben benutzten Werth &«(1—Bx'), so findet sich 
in der früheren Annäherung 


gd G+3pe+y 


Eine dritte Annäherung ergiebt sich, wenn man den in zweiter 
Annäherung für é geltenden Werth (46) benutzt. 
Gôttingen, Sept. 1899. 
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Neuer Beweis des Hilbertschen Satzes 
über homogene Funktionen. 
Von 
Paul Gordan in Erlangen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. October 1899. 


Lg 
Anordnung der Produkte der Variabeln. 
Die Produkte P von n Variabeln 


DATA DRE 


mügen so geordnet werden, dafi von den beiden Produkten 


h, h h #1 A # 
Dy QE ER, SSS | 1 ne Le” AC 9 n 
PRE RE Th RTC 
P, vor P, steht; wenn es einen Index 6 giebt, für welchen: 
Mr; Ru; es ho Eros ho <%o 


ist. P, heiBt ,einfacher“ als P,. Die Produkte P, in denen der 
Exponent von x, eine gegebene Zahl c ist, erhält man, indem man 
x mit Produkten multiplicirt, welche nur die übrigen n—1 Va- 
riabeln x enthalten. 


& 2. 
Ein Hülfssatz. 


Hat von gegebenen Produkten 


RENE Roi h h 


P=a'a..a; P,=at'aftt..….a,® (e6—1,28,..) 


keines ein andres zum Faktor, so ist ihre Anzahl endlich. 
Beweis: Ich nehme an, dafñ der Satz für Produkte von 

n—1 Variabeln gilt, dai also die Anzahl der Produkte 7°, bei 

denen der Exponent von x, cine gegebene Zahl c ist, endlich ist, 
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Jedes P, besitzt wenigstens einen Exponenten, welcher der 
Ungleichung k,,<h,; genügt; ich ordne das Produkt PF, dem 
ersten dieser Eponenten k, zu und bezeichne diesen Exponenten 
mit ©, Die Anzahl aller überhaupt môglichen ©, ist 


h+h+..+h, 


also endlich; zu jedem €,, gehürt eine endliche Zahl von P,; mit- 
hin ist die Anzahl der P, endlich. 


sd 


Homogene Functionen. 


Homogene Funktionen f der x,,4,,...,x, sind Aggregate von 
Punkten P und kôünnen in der Form 


{= aP+y 


geschrieben werden, wo a eine von 0 verschiedene Constante be- 
deutet. Ich ordne die Produkte in f so, daB die Produkte in y 
einfacher sind, als das Anfangsglied P. 

Hat in zwei Funktionen 


f: — a, P,+4%,, ; FR a, P,+%, 
P, den Faktor P,, ist also: 


so hat das Aggregat 


ein einfacheres Anfangsglied als f.. 


$ 4. 
Der Satz von Hilbert!) 


Gegeben seien homogene Funktionen 
F; ? F, 12% .) 


ich ordne sie nach ihren Anfangsgliedern und bilde durch Wahl 
geeigneter Funktionen 


À, ) À,, 2904) A 
diejenigen ihrer homogenen Aggregate : 
fe F= A F4 AFS + ALES ES 


g—1 


1) Math. Ann., Bd. 86, S. 474. 
Kgl. Goes. d. Wiss. Nacbrichten, Mathomat-physik. Klasse. 1899. Heft 8, 18 
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welche die einfachsten Anfangsglieder haben. Dies muf môglich 
sein, da eine Reiïhe von Produkten, in der jedes folgende einfacher 
ist als das vorangehende, stets nothwendig im Endlichen abbricht. 

Da diese einfachsten Anfangsglieder nach $ 3 einander nicht 
zu Faktoren haben, so ist nach $ 2 ïhre Anzahl endlich. Sie 
stimmt mit derjenigen der speciellen F, überein, deren f, nicht 
verschwinden. 

Alle gegebenen F sind als Aggregate dieser speciellen F dar- 
stellbar, d.h. sie sind lineare Ausdrücke von den speciellen F, 
wenn man für die Coefficienten in diesen linearen Ausdrücken 
geeignete Funktionen der Variablen x,,..., x, wählt. 


München, September 1899, 
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Grundzüge einer elektrodynamischen Theorie der 
Gasentladungen. 


(I. Mitteilung). 
Von 
W. Kaufmann. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 25. November 1899. 


Einleitung: Der Zweck der vorliegenden Untersuchungen 
ist die Aufstellung einer Reiïhe allgemeiner Beziehungen über den 
zeitlichen Verlauf des elektrischen Stromes in leitenden 
Gasen, soweit dies ohne Zuhülfenahme von Hypo- 
thesen über den Mechanismus des Entladungsvor- 
ganges môglich ist. 

So fruchtbar nämlich gerade in diesem Gebiete hypothetische 
Vorstellungen in vielen Fällen sein kônnen — es sei nur an die 
von Giese, Arrhenius u. A. eingeführte elektrolytische Theorie 
erinnert —, so schwer ist es, nachher zu unterscheiden, welche 
der aufgefundenen GesetzmäBigkeiten als Bestätigung der speziellen 
Vorstellung anzusehen sind, und welche blofe Folgerungen all- 
gemeiner elektrodynamischer Gesetze sind. 

Wir wollen deshalb im Folgenden jede leitende Gasstrecke 
als vüllig definirt ansehen durch ihre geometrischen Dimensionen 
sowie eine Anzahl ihren Zustand charakterisirende Parameter 
2,....2, (z. B.: Temperatur, Druck, chemische Zusammensetzung 
des Gases sowie der Elektroden u.s. w.). 

Ist die Gestalt der Gasstrecke auch variabel, so ist auch 
diese durch einen der Parameter auszudrücken. 

Dann kôünnen wir für ein belicbiges konstant gehaltenes Wert- 
system der Parameter das elektrische Verhalten der Gasstrecke 
darstellen durch eine empirisch bestimmbare Kurve 

E = f(J) z. 
13* 
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in welcher E die Spannungsdifferenz der Elektroden, J die Strom- 
stärke darstellt, u. zw. gelte diese Gleichung für den Fall eines 
stationären Stromes. 

[Diese Art der Beschreibung, welche nur direkt mefbare 
GrôBen enthält, ist jedenfalls der Eïinführung irgend einer als 
»Widerstand des Gases“ zu bezeichnenden GrôBe bei Weitem vor- 
zuziehen. 

Man weiB ja, zu welch unglaublichen Kontroversen z. B. die 
Bestimmung des sogenannten ,wahren Widerstandes“ des Kohlen- 
lichtbogens geführt hat; bei genauerer Betrachtung stellt sich 
stets heraus, daB die betr. Beobachter doch nichts Anderes ge- 
messen haben, als E/J oder dE/dJ]. 

Die durch Gl. 1) dargestellte Kurve wollen wir im Folgenden 
als die charakteristische Kurve der betrachteten Gas- 
strecke bezeichnen und einstweilen annehmen, da jedes beliebige 
J thatsächlich stationär erhalten werden kann. 


1. Aufstellung der Gleichungen für stationären 
Strom. 


Es sei eine geschlossene Leïitung') gegeben bestehend aus 
einer Elektrizitätsquelle von der Spannung E,, aus einem Wider- 
stande W und einer beliebigen Gasstrecke, charakterisirt durch 
die Gl: E = f(J). Der Selbstinduktionskoëfficient des ganzen 
Kreises sei L. 

Dann gilt allgemein: 

EE ANSE) de LE 
dt 

[Durch die Eïinklammerung von (E) soll angedeutet werden, 
daf bei einem veränderlichen Strom dasselbe einen anderen Wert 
haben kann als im stationären Zustand]. 

Ist der Strom ist stationär, so ist 


E,-JW-E = 0 3) 
ist. Der durch G1. 3 definirte Zustand braucht jedoch nicht immer 


stabil zu sein. Er ist nur dann stabil, wenn jedem, dem durch 
GI 3 bestimmten J unendlich benachbarten, Stromwerte J+0J 


sd 2) 


ein Le entspricht, dessen Vorzeichen demjenigen von dJ entge- 


gengesetzt ist. 


1) Der Einflu$ von parallel geschalteten Capacitäten, wozu auch die Capa- 
cität der Elektroden selbst zu rechnen ist, soll erst spâter untersucht werden. 
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Durch Einsetzen des varürten Stroms in G1. 2) erhält man aber: 


87] a GRR 4) 


NOTE E+ (57 a 


2) 


oJ 


 führten Schreibweise, daf bei der Differenziation die Parameter 
2,...2, konstant zu halten sind). Durch Subtraktion von GL 3) 
erhält man hieraus: 


(Der Index z an (7) bedeutet in der von Clausius einge- 


pére 07 [w+(55)] 5) 


Hieraus ergiebt sich nach dem oben Gesagten, da8 der Zu- 
stand stabil ist wenn: 
m+(S 


Sr) © ist: 6) 


Aus Gl. 6) En hervor, daB für jeden beliebigen, auch nega- 
tiven Wert von stets durch geeignete Wahl von W ein sta- 
biler Zustand hergestellt werden kann, daB also die am Schluf 
der Einleitung gemachte Annahme berechtigt ist. 

Schreibt man Gl. 3) in der Form 


RE 

W ? 
so sieht man, daB man dabei den Einflu einer Erhôhung von W 
auf die Stromstärke durch gleichzeitige Erhôhung von E, kom- 
pensiren kann. 

Wir haben demnach je nach der Gestalt der A 
Kurve und der GrôBe von E, und W folgende Füälle zu unter- 
scheiden: 

1) stabiles Gleichgewicht, d.h. der Strom ist stationär. 

2) labiles Gleichgewicht, d.h. der Strom wächst oder 
fällt immer fort, bis zum nächsten stabilen Gleichgewichtspankt. 

8) einseitiges Gleichgewicht, bestimmt durch einen 
Sr): Hierbei ist der Zustand stabil 
gegenüber einer Stromänderung im einen, labil gegenüber einer 
solchen im entgegengesetzten Sinn. 

Als Beispiele für die verschiedenen Fälle môgen die Folgenden 
dienen: 


Te ?) 


Zeichenwechsel von W+(5 
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zu 1) Spitzenentladung La = 0, — > of; Glimmentladung in 


GeïBlerscher Rôhre und Kobhlenlichtbogen mit Vorschalt- 


widerstand 
0ËE O0E 
[> ri 7 <0| 
zu 2) Funkenentladung 
1 
Le sur : — <0 ) 
Bogenentladung ohne a 
[w = 0, Ÿ< o| 


zu 3) Umschlagen einer Spitzen- in Funkenentladung, einer Glimm- 
in Bogenentladung; andererseits Erlôschen eines Lichtbogens 
oder einer Glimmentladung bei einem bestimmten Minimal- 
strom. 

Diese, absichtlich den LR nee Teilen des umfang- 
reichen Gebietes entnommenen Beispiele, môgen zur vorläufigen 
Orientirung darüber dienen, welcher Art die im Folgenden zu be- 
handelnden Erscheinungen sind. 


2. Graphische Darstellung. 
In Fig. 1 sei eine ,charakteristische Kurve“ dargestellt, 
[Ihre Gestalt entspricht etwa 
den Verhältnissen wie sie beim 
Uebergang zwischen Glimm- 
und Bogenentladung vorlie- 
gen)]. 

Auf der Ordinatenaxe tragen 
wir eine Strecke ab gleich der 
Spannung E, der Stromquelle 
und ziehen dureh E, eine Ge- 
rade, die mit der Abscissen- 

Fig. 1. axe einen Winkel &« — arctg W 
einschlieft. Eine willkürliche Variation von W künnen wir dann 
durch eine Veränderung von « darstellen. Der Abstand irgend 
eines Punktes dieser Geraden von der Abscissenaxe ist gleich 
E,—JW, und jeder Schnitt- oder de mit der Kurve 


1) Ueber eine experimentelle Bestimmung von _ für diesen Fall werde ich 
später berichten., 
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entspricht einem durch Gl. 3) definirten Gleichgewichtspunkt, und 
zw. ist nach GL 6) der Zustand stabil in den Punkten 1, 2, 4 
und B,labil in 7, einseitig in 3 und 6. 

Nehmen wir an, W (resp. «) habe anfangs seinen grüfiten 
Wert, und wir befänden uns in dem stabilen Punkte 1 (J); durch 
allmäbliche Verkleinerung von W wächst der Strom, wir gelangen 
zu den Punkten 2 (J,), 3 (J,) beim Ueberschreiten von 3 geht das 
Gleichgewicht aus dem stabilen in den labilen Zustand über und 
J springt von J, plôtzlich auf den bedeutend grôBeren Wert J, 
unter gleichzeitiger Abnahme der Spannung; gehen wir jetzt wieder 
zurück indem wir W vergrüBern, so gelangen wir nicht etwa 
wieder nach J, sondern wir bleiben auf dem unteren Teil der 
Kurve und kommen über J, nach J,, wo der Zustand wieder labil 
wird, so daB wir bei weiterer Widerstandsvermehrung plôtzlich 
wieder nach J, gelangen. 

Ein weiteres Beispiel ist in E 
Fig. 2 dargestellt. [Die Kurve i 
entspricht gewissen Fällen der ‘4 
Glimmentladung in GeiBler’ 
schen Rôhren]. 

Es habe für J = 0 die Elek- 
trodenspannung einen endlichen 
Grenzwert E' [,Entladungspo- : 
tential“]. Wir wollen W kon- : 
stant halten und EÆE, variren, 
was wir in der Figur durch 
eine Parallelverschiebung der RE, J 
Linie E,—JW darstellen Es Fig. 2. 
sei anfangs E, < E', dann entsteht gar kein Strom, da jedem noch 


' 
Q 
! 
, 
' 
, 
L 
' 
t 
' 
, 
L 


so kleinen positiven Stromwert sofort ein negatives _ entspre- 


chen würde, so daB der Strom wieder verschwände [s. a. den fol- 
genden Abschnitt]. Sowie E, = E' wird, setzt der Strom ein, 
wächst jedoch wegen der Labilität des Anfangszustandes sogleich 
bis zu dem Wert J, und steigt bei weiterer Vergrôferung von 
E, auf E,,, stetig bis auf J,; gehen wir jetzt mit der Spannung 
wieder herunter, so kôünnen wir unter E' herunter bis E,, resp. 
J — J, gehen ohne daB der Strom verlischt; bei J, jedoch haben 
wir wieder einseitiges Gleichgewicht und eine noch so kleine 
weitere Verminderung von E, bewirkt plôtzliches Verlôschen des 
Stromes. Das hier geschilderte Verhalten ist, wie leicht zu sehen 
an folgende Bedingungen geknüpft : 
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Ô’E 0E 
1) <0 9 Sr>0; W<-(5) 
[In wieweit diese Bedingungen in denjenigen Fällen, die ex- 
perimentell das oben geschilderte Verhalten zeigen, wirklich erfüllt 
sind, soll später untersucht werden]. 


8. Entladungspotentiale. 


Denkt man sich die ,kcharakteristische Kurve“ bis 
zum Punkte J — 0 fortgesetzt, so entspricht diesem in manchen 
Fällen ein endlicher Wert von E, der im Folgenden mit E' be- 
zeichnet werden soll, und identisch ist mit dem sogen. ,Entla- 
dungspotential.“ 

Wir denken uns eine Gasstrecke durch einen widerstandslosen 
Leiter mit einer Elektrizitätsquelle verbunden, deren Spannung 
E, beliebig variirt werden kann. 

Es sei anfangs E, < E'. 

Dann kann kein Strom eïintreten; denn nach GL 2) ist für 

= 0: 


Cp 1. 9 

Diese Gleichung würde für E,<E’ zu einem negativen Eu 
führen, doch widerspricht ein solches dem Energiegesetz, in dem 

2 
sich dann ja gleichzeitig elektromagnetische Energie (E ) und 
Wärme (EJ) bilden und die Energie der Stromquelle zunehmen 
würde. Es kann also ein negativer Strom nicht entstehen. Da 
ein positiver nach Gl. 6) ebenfalls unmôglich ist, so bleibt der 
Strom Null. 

Erst wenn E, > E' ist ein Strom môglich, doch hängt der 
Eintritt des Stromes noch von einer Reïhe von Umständen ab, 
deren Wirkung man unter dem Namen der ,Verzügerung“ 
zusammengefafit hat. 

Ich glaube, daf man zu einer ganz annehmbaren Erklärung 
der Verzôgerung selbst, sowie ihrer Aufhebung resp. Verminde- 
rung durch Bestrahlung mit ultraviolettem Läicht !) und mit Rônt- 
genstrahlen?) gelangt, wenn man in die Betrachtung noch eine 

GrôBe einführt, welche auch bei allen anderen Umwandlungsvor- 


1) E. Warburg. — Berl. Ber. 1896; 223—236. 
2) H. Starke. Wied. Ann. 66, 1009—1013; 1898. 
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gängen eine wesentliche Rolle spielt, nämlich die ,Umwand- 
lungsarbeit.“ 

Es sei also angenommen, daB eine gewisse Arbeit 4 aufzu- 
wenden sei, um das Gas aus dem nichtleitenden Zustande in den 
dem Strome J entsprechenden zu verwandeln. (Im Sinne der 
elektrolytischen Hypothese würde 4 die ,Jonisirungsarbeit“ dar- 
stellen). 

Bezeichnet man mit X die Gesamtenergie des betrachteten 
Systems und schlieft man Energiezufuhr von aufen aus, so läfit 
sich das Energiegesetz in folgender Form schreiben: 


dK dJ 04 daJ 


ai: —EJ+LJ+ W+ET+ —- ST 9) 
(die Bedeutung sämtlicher Zeichen ist dieselbe wie früher) 
und man erhält: 
An RE =JW 
dt (ee) se +) 10) 
oder falls W = O ist: 
GTS RRPEI—E 
Tai 104: 11) 
ET 07: | 


An Stelle der wirklichen Selbstinduktion Z, die viel zu klein 
ist, um die hohen Werte der Verzügerung!) zu erklären, tritt 
jetzt also eine ,yscheinbare Selbstinduktion“ von der Grüe: 


1,104 
L' = L+- T dJ” 12) 
Für sehr kleine Werte von J ist hüchstwahrscheinlich 
Æ — const. (Im Sinne der Dissociationshypothese wäre sowohl 4 


als J im Beginne der Gesamtzahl der schon gebildeten Jonen 


proportional, also 4/J — PAM const); in folgedessen ist für 


CEA 
ag : 1 
J = 0,L' = © und TRE 0; d.h. die Verzügerung ist unend- 


lich grofi, wenn das Gas im Anfange ein vollkommner Nichtleiter 
ist. Dies ist aber bckanntlich niemals der Fall; die neuesten 
LRiSren etes en von J. Elster und H. Hi Lele) haben mit 


1) d. h. derjenigen Zeit die der Strom gebraucht, um bis zum Sichtbarwerden 
der Entladung anzusteigen. 
2) J. Elster und H. Geitel, Phys. Z.-Schr. 1, 11; 1899. 
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Sicherheit ergeben, daf die Luft stets eine geringe Leitfähigkeit 
besitzt; und von Herrn H. Kreusler!) ist nachgewiesen worden, 
da der photoelektrische Strom kurz unterhalb des Entladungs- 
potentiales zu auBerordentlich hohen Werten ansteigt, so daf dort 
jede noch so schwache Lichtquelle schon eine Wirkung giebt. Es 
ist also der Fall, da8 für { — 0, J — 0 ist, als nicht vor- 
kommend auszuschlieBen, so daf die Verzôgerung stets nur einen 
endlichen Wert hat. Aus Gl. 9 geht nun unmittelbar hervor, da 
jeder Vorgang, der im Stande ist einen Strom im 
Gase hervorzurufen, resp. den schon vorhandenen zu ver- 
mehren, der also den Anfangswert von J vergrôBert, auch dJ/dt 
vergrôBern, d.h. die Verzôgerung verringern muf. 
Derartige Vorgänge sind aber die Bestrablung mit ultraviolettem 
Licht resp. mit Rôntgenstrahlen. 

Durch die soeben gemachten Ausführungen verliert die oben 
gegebene Definition des Entladungspotentials einen Teil ihrer Be- 
deutung; da die charakteristische Kurve einer belichteten Gas- 
strecke ja nach dem oben Gesagten für schwache Strôme etwa den 

in (Fig. 3) dargestellten Verlauf haben 
würde; d.h. sie würde für J = 0 
nicht E — E' ergeben, sondern E = (,. 
Im Gegensatze hierzu ist auch in der 
belichteten Strecke nach wie vor ein 
scharf definirbares Funkenpoten- 
tial vorhanden, indem letzteres dem 
hôchsten Punkte der Kurve ent- 
spricht, dessen Ueberschreitung nach 
der Seite der wachsenden J einem 
Uebergang in den labilen Zustand 
7 (ntspricht. 


Fig. 3. 

[Es sei noch bemerkt, da die Einfübrung der Umwandlungs- 
arbeit an den im ersten Teil dieser Untersuchung aufgcestellten 
Gleichgewichtsbedingungen nichts wesentliches ändert, nur so lange 
der Strom veränderlich ist, ist die Umwandlungsarbeit von Ein- 
fluf, indem sic die ,scheinbare Selbstinduktion“ vergrôBert]. 

Gôüttingen, Physik. Inst. 


1) H. Kreusler, Verb. phys. Ges. Berlin 17, 86; 1898. 


Grundzüge einer elektrodynamischen Theorie 
der Gasentladungen. 


(IL. Mitteilung: Versuchsergebnisse.) 


Von 
W. Kaufmann. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 14. December 1899. 


Um die Anwendbarkeïit der in meiner ersten Mitteilung über 
die Theorie der Gasentladungen') aufgestellten Beziehungen zu 
zeigen, teile ich im Folgenden einige zu diesem Zwecke unternom- 
mene orientirende Versuche mit. 


1) Uebergang von Glimm- in Funkenentladung. 

Eine feine Spitze (S) (Fig. 1) ist mit einem Braun’schen Elektro- 
meter (E), einer Leydnerflasche (F) und einer kleinen Wimshurst- 
maschine (M) verbunden; zwischen (E) und (F) befindet sich ein 
Ausschalter 4. Der Spitze gegenüber steht eine Platte (P), deren 
Abstand von der Spitze stetig variirt werden kann, doch sei der 
Abstand stets klein gegenüber den Dimensionen der Platte, so 
daB nahezu der ganze von der Spitze ausgehende Strom die Platte 
trifft. [Durchmesser der Platte ca. 15 cm, Abstand der Spitze 
<< 3 cm]. Die Platte sei durch einen Alkoholwiderstand (W) zur 
Erde geleitet und aufer- 
dem mit einem Exner-- 
schen Elektroskop H ver- 
bunden, dessen Ausschlag 
ein MaaB für den der 
Plattezufliefenden Strom 
giebt. 

Es befinde sich an- 
fangs die Spitze einige cm 
von der Platte entfernt; dann erhält man beim allmählichen Laden 
der Spitze einen Strom zwischen Spitze und Platte erst bei Errei- 


1) Gôtt. Nachr. 1899; p. 243—251. 
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chung eines gewissen Potentials E’ des ,Entladungspotentiales“. 
Dasselbe wird am besten dadurch bestimmt, da man nach Beginn 
der Ausstrômung die Verbindung bei 4 unterbricht und beobachtet, 
bis zu welchem Potential das Elektrometer herabsinkt. Um einen 
willkürlich gewählten (aber bei allen Versuchen gleichen) kleinen 
Strom J, entsprechend einer bestimmten Divergenz der Blättchen 
des Elektroskops, zu erzielen, muB das Potential bis zu einem hü- 
heren Werte ÆE, gesteigert werden: [Die gleichzeitig eintretende 
Potentialerhôhung der Platte, welche nur etwa 50 Volt beträgt, 
ist hiervon abzuziehen.] Man kann dann die Potentialerhôhung 
E,—E' = AE proportional mit (Sr), setzen. Da ZE positiv ist, 
ist der Zustand nach Gl. 2 der ersten Mitteilung (1. c.) auch ohne 
Vorschaltwiderstand stabil, d.h. es ist eine kontinuirliche 
»Glimmentladung“ môglich. Macht man nun denselben Versuch 
mit immer geringeren Abständen zwischen Spitze und Platte, so 
findet man, daB nicht nur E', sondern auch ZE immer kleiner 
werden; bei einer graphischen Auftragung von ZE als Funktion 
von E' findet man, daf ZE fast linear abnimmt, so daf man 
durch Extrapolation einen Wert E/ ermitteln kann, für den 4 
— 0 wird. Hier kann die Entladung nicht mehr stabil sein, 
sondern es ist nur noch Funkenentladung môüglich. Dieses Er- 
gebnis wird durch die Erfahrung durchaus bestätigt. Lädt man 
nämlich die Spitze bei anfänglich grôBerer Entfernung und schiebt 
dann nach Ausschaltung der Flasche durch Oeffnen von À (zur 
Schonung der Spitze gegen zu starke Funken) Spitze und Platte 
langsam zusammen, so beobachtet man ein ganz allmähliches Sinken 
des Elektrometers !), — entsprechend der Abnahme von E’ —, bis 
plôtzlich bei einem bestimmten Potential ein Funke zur Platte 
überschlägt. Das auf diese Weise bestimmte ,Funkenpotential“?) 
stimmt aber mit dem durch Extrapolation gefundenen E}! überein. 
Zum Beweise des Gesagten diene folgende Tabelle. 


Tab. 1 (Spitze positiv) 


E' E, 4E beob. 

3250 Volt 4300 1050 

2900 3450 550 

2800 3200 400 E! — 2400 (beob.) 
2700 3000 300 E! — 2400 (ber.) 
2550 2700 150 


1) Ruckweise Bewegungen sind ein Anzeichen, da die Spitze verdorben ist. 
2) Die Entfernung zwischen Spitze und Platte beträgt hierbei etwa noch 2 mm. 
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In Fig. 2 ist die Tabelle gra- 
phisch dargestellt. Der experi- 
mentell gefundene Wert von E! 
(Funkenpotential) schlieft sich der 
nur schwach gekrümmten Kurve 


dE 


sehr gut an. SE j 
Bei negativ geladener Spitze ; 
erhält man qualitativ dieselben Er- : 
gebnisse, dochist hier E vielklei- $ 
ner, gleich 1650 Volt. [Ich ge- 7 


denke deshalb die Versuche für 

negative Ladung demnächst mit 

einer Hochspannungsbatterie von 2000 Volt zu wiederholen.] 
Denkt man sich bei beliebigem Spitzenbestand den Strom im- 


1 
$ 1000 10 L 3000 E É 
277 E' À 


mer weiter gesteigert, so mu unbedingt schlieflich = negativ 
werden, d. h. E = f(J) muf irgendwo ein Maximum haben; denn 
für einen Strom von mehreren Ampère würde man ja Bogenent- 
ladung bei niedriger Spannung erhalten. Die Vermutung liegt 


nahe, daB das Maximum von E bei um so kleineren Stromstärken 
liege, je kleiner ee schon für J — 0 ist. Diese Vermutung be- 


stätigt sich durchaus: 

Schiebt man nach der Bestimmung von E£, die Spitze ein 
wenig zurück, so daf £' nur etwa 100 bis 200 Volt grüBer als 
E', so erhält man bei langsamem Drehen der Maschine Glimn-, 
bei starkem Drehen Funkenentladung; eine gleichzeitige Beobach- 
tung des Elektrometers ergiebt ein Steigen mit wachsender Bton 
stärke nur ganz im Anfang; für stärkere Strôme nähert St D 5 = 
dem Wert Null, bis dann bei beginnenden negativen Werten, die 
natürlich nicht mehr beobachtet werden kônnen, der Funke eintritt. 

Dies sind ja zum Teil längst bekannte Erscheinungen; das 
Neue, worauf es hier ankommt, ist nur die theoretische Verknüpfung 
der quantitativen Beziehungen. 


2) Potentialgefälle während der Funkenentladung. 


Istuns oben der Nachweis gelungen, daB entsprechend den Forde- 
rungen der Theorie eine Funkenentladung zwischen einer Spitze und 


einer Platte an die Bedingung geknüpft ist, dal = ZT 0, so läft 
7 
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sich der experimentelle Beweis hierfür bei der Entladung zwischen 
Kugeln nicht in derselben einfachen Weise bringen. In letzterem 
Falle ist der Zustand bei jeder Entfernung der Kugeln labil, und 
MeBinstrumente, welche im Stande wären, den auBerordentlich 
schnellen Aenderungen von ÆE und J zu folgen, haben wir nicht. 
Man kônnte nun auf Grund der allgemeinen Stabilitätsbedingung: 

Ô 


W+( > 0 (s. d: erste Mitt. p. 245) 


annehmen, daf die Einfügung eines genügend grofen Vorschalt- 
widerstandes W die Funkenentladung in eine stetige Entladung 
überführen müsse. Thatsächlich erhält man hierdurch im Allge- 
meinen') nur eine Reihe schnell auf einander folgender Partial- 
funken. Der Grund hierfür liegt, wie leicht zu sehen, in der Ca- 
pazität der Elektroden; dieselben bilden mit ihren metallischen 
Zuleitungen für sich ein labiles System, in welchem W — 0 und 
= < 0; man kommt also nur dann zu dem gewünschten Ziel, 
wenn man den Vorschaltwiderstand an die Oberfläche der Gas- 
strecke selbst verlegt, d.h. wenn man die Elektroden nicht aus 
einem Metall, sondern aus einem schlechten Leiter herstellt”). Es 
ist mir in der That gelungen, zwischen aus Holz gefertigten Kugel- 
calotten eine vôüllig stetige Glimmentladung hervorzurufen, 
welche sich von einer rasch intermittirenden Funkenentladung 
durch sehr wesentliche Merkmale unterscheidet. 

Die Versuchsanordnung ist folgende: Auf den Kugeln eines 
Funkenmikrometers werden zwei Calotten von môglichst homo- 
genem Holze (ich benutzte Apfelholz) mit etwas Klebwachs be- 
festigt. Die eine Kugel ist mit einer Influenzmaschine, einer 
groBen Leydnerflasche und einem Elektrometer verbunden, die 
andere durch ein Telephon zur Erde abgeleitet. Ladet man, nach- 
dem die Kugeln in einen grôBeren Abstand gebracht sind, die 
Flasche und schiebt dann die Kugeln mäfig rasch zusammen, so 
hôrt man bei einer gewissen Entfernung plôtzlich ein Geräusch 
im Telephon, das bei weiterer Annäherung allmählich hôher wird 
und dann plôtzlich abbricht (der zuletzt hôrbare Ton liegt 
dabei weit unter der Hôrbarkeitsgrenze); gleichwohl zeigt das 
fortwährende Sinken des Elektrometers an, das nach wie vor ein 


1) Die besonderen Fälle, in denen man auf die angegebene Weise stetige 
Entladung erzielen kann, werden später besprochen werden. 
2) 8. a. die Beob. von M. Tüpler W. A. 66, 660; 1898, 
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Strom zwischen den Kugeln übergeht. Beobachtet man die Er- 
scheinung im Dunkeln, so sieht man, so lange das Telephon tônt, 
eine Art Büschel zwischen den Elektroden, u. zw. sitzt der Stiel 
des Büschels auf der Kathode; in demselben Momente aber, in dem 
der Ton verschwindet, scheint sich der Stiel von der Kathode los- 
zulôsen, und das Büschel zieht sich in eine dünne, einen Teil der 
Anode bedeckende blaue Lichthaut zusammen, während die Kathode 
lichtlos ist. 

Bei allmäblicher Weiïterentladung der Flasche wird entweder . 
die Lichthaut immer kleiner und schwächer bis zum gänzlichen 
Verschwinden, oder es tritt nach einiger Zeit plôtzlich wieder das 
Büschel auf, wobei gleichzeitig das Telephon wieder anspricht ; 
durch weiteres Zusammenschieben kann man dann manchmal die 
stetige Entladung nochmals hervorrufen. Eine Schwierigkeit bei 
diesen Versuchen besteht in der raschen Veränderlichkeit der Ca- 
lotten; nach einigen Minuten sind sie stets unbrauchbar, kônnen 
jedoch durch Abreïben mit feinem Sandpapier wieder reparirt werden. 

In den Füällen nun, in denen es gelingt, die stetige Glimment- 
ladung bis zum vülligen Verschwinden des Stromes zu erhalten, 
‘kann man direkt bestimmen und zwar in ganz ähnlicher Weise, 
wie oben bei der Spitzenentladung. Man mift zu dem Zwecke das 
zu einem bestimmten Strom gehôrige Potential £,, sowie das Ent- 
ladungspotential E'; zur Bestimmung des letzteren muf, wegen der 
auBerordentlich langsamen Abnahme des Stromes unmittelbar vor 
dem Verlôüschen eine etwas modifizirte Methode benutzt werden: Das 
Elektroskop wird durch Zusammschieben der Schutzbleche so ein- 
gerichtet, daB die Blättchen sich bei einer bestimmten Divergenz 
von selbst entladen; beobachtet man dann das Elektroskop bei 
aufgehobener Verbindung mit dem Alkoholwiderstand, so ladet 
sich das Elektroskop, so lange E = E', in ziemlich schnellen Inter- 
vallen; sowie aber die Differenz zwischen E und E' sehr klein 
wird, geschieht die Bewegung immer langsamer, bis sie schlieflich 
ganz aufhôrt; das in diesem Moment am Elektrometer abgelesene 
Potential ist das Entladungspotential £'; dasselbe ist, wie die 
nachherigen Beobachtungen zeigen werden, durchaus identisch 
mit dem Entladungspotential (Funkenpotential) zwi- 
schen Metallkugeln von gleichem Krümmungsradius. 

Die Differenz (E,—£) = 4E giebt wioder ein Maaë für 2; 
doch ist hierin noch der Spannungsabfall in den Calotten mit ent- 
halten ; um letzteren zu bestimmen, wird eine entsprechende Mes- 
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sung von E, bei fest aneinander geprefiten Elektroden gemacht 
und der hier gemessene Wert ZE, von 4E abgezogen. Die Diffe- 


renz ergiebt eine _ proportionale Grübe. 


Beobachtungen. 
Tab. 2. 
(Radius der Calotten 1 cm). 
1) Abstand der Calotten d = 0,81 mm 


E, — 9400 Volt 
E' — 3800 (Funkenpotential n. Orgler!) 3850) 
4E = 5600 
2) d = 0,475 mm 
E, — 7800 
E' — 2500 (EF. P. n. Orgler 2560) 
4E — 5300 
3) d — 0,735 mm 
E,— 8700 
E, — 3600 (F. P. n. Orgler 3560) 
4E —= 5100 


4) d — 0,000 mm 
E,= 4E, = 5870. 
ÔE 


Hieraus ergiebt sich für const. in der Gasstrecke selbst: 
d= 0 Blu on 0,4755t8.10:795 
RE EN CENSURE ART 


0J 
Wenn nun auch die Zahlen der zweiten Zeile als Differenzen zweier 
nahe gleichgroBen Zahlen nicht sehr genau sind, so dürfte doch 
mit Sicherheit aus ihnen hervorgehen, daf 


ist, in Uebereinstimmung mit den Folgerungen der Theorie. 


c) Erlôschender Lichtbogen. 


Durch allmähliches Verringern der Spannung oder VergrüBern 
des Vorschaltwiderstandes kann man bewirken, da ein Lichtbogen 
bei einer gewissen Minimalstromstärke Jan plôtzlich erlischt. 


1) A. Orgler, Inaug.-Dissert. Berlin 1899. 
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Wir haben hier also einen Fall von einseitigem Gleichgewicht vor 
uns, für den die theoretische Bedingung darin besteht, daB für 


J > Juin der Ausdruck W+(or 3 7) > 0, für J < Jin derselbe 


< 0 und für J = Ju gleich O ist. Das im Lichtbogen 2 < 0 


ist, dürfte als allgemein bekannt zu betrachten sein. 

Durch die im Folgenden mitzuteilenden Beobachtungen wird 
die Richtigkeit der theoretischen Voraussetzungen durchaus be- 
stätigt. 

Die Beobachtungen geschahen in der Weise, daB ein Licht- 
bogen zwischen Kohlen hergestellt wurde und bei rascher stufen- 
weiser Vermehrung des Widerstandes eine Reïhe von Strombe- 
stimmungen gemacht wurde bis zum Verlôschen des Bogens für 
J = Jin. Ist E, die E. M. K. der Batterie, so bestimmt sich die 
Spannung am rs Zu : 


E—E,-JW 

und die Differenzenquotienten 
EE, _ 4E 
HE Ji CAT 


geben ein ungefähres Ma für den Differenzialquotienten — Die 


Bestimmungen müssen hierbei môglichst rasch gemacht werden, 
damit das Abbrennen der Kohlen während dieser Zeit vernach- 
lässigt werden kann, denn die Bogenlänge ist als einer der in der 
ersten Mitteilung erwähnten Parameter + anzusehen, und es kommt 


0J 
Ist Waax der zu Jin gehôrige grüBte Wert des Widerstandes, 


auf die Bestimmung von Gr a) d. h. bei constantem z, an. 


.. das zugehürige ) so muB im Moment des Verlüschens 


sein. Da nun bei der Beobachtung nur endliche Differenzen ge- 


messen werden, und = mit abnehmendem Strom wächst, so ist 


zu erwarten, da die beobachteten Werte stets etwas zu klein sein 
werden, wie aus der folgenden Tabelle thatsächlich zu ersehen. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1899. Heft 8. 19 
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Tab. 3 (Maafeinheiten: Ampère, Volt, Ohm) E, = 130 


| | 4E 
J | — AJ | W E | 4E | 4] 
1,9 | 40 | 54 
0,5 4 6 12 
1,4 50 "60 
0,4 10 25 
1,0 60 70 
0,1 1,5 15 
0,9 65 715 
0,b 80,9 61,8 
0,4*) | . 69 102,4 
*) Jmin. 
: AE s : 
Es ist also Winx — 69 und (5) — 61,8, während die 
OE 


Theorie verlangt, daB Wmox — —( 


chung ist oben dargelegt. 
Ich teile noch eine zweite Reiïhe mit von wesentlich gleichem 
Verlauf: 


37) : der Grund der Abwei- 


Tab. 4 E, — 130 


| 
4 | _4J | W E | 4E | + 
1,9 | 40 B4 | | 
0,8 10 12,5 
11 ; 60 64 
0, 6,6 33 
0,9 en 66 70,6 
7,7 51,3 
0,75 69 78,3 
,25 15,2 60,8 
0,50*) 73 98,8 
FN Juin 
AE 
(5) — 60,8. 


Am deutlichsten zeigt sich der Verlauf der Kurven in der : 
17# 
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beifolgenden graphischen Darstellung )}. Es ist J als Abscisse, 
E als Ordinate aufgetragen, und vom Punkte E, der Ordinatenaxe 
eine Gerade aufgetragen mit dem Neigungswinkel « — arctg War ; 
nach der theoretischen Gleichung Wisx = tga — (5) mu 
diese Gerade die charakteristische Kurve tangiren. 

[Da die Kurven von Tab. 3) und 4) nahezu zusammenfallen, 
so sind die Ordinaten der letzteren um 20 Volt verschoben.] 

Ich glaube, daB die drei in dieser Mitteilung publizirten Ver- 
suchsreihen die Anwendbarkeit der bisherigen Ergebnisse meiner 
Theorie genügend illustriren; in einer weiteren Mitteilung hoffe 
ich noch einige Erweiterungen der Theorie in Bezug auf inter- 
mittirende Strôme bringen zu kônnen. 


1) Ueber die geometrische Konstruktion s. d. I. Mitteilung. 
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Ein Ausgleichungsproblem. 


Von 
Georg Bohlmann in Gôttingen. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 9. December 1899 von Klein. 


1. Problemstellung. Eine häufig vorkommende Aufgabe der 
Praxis besteht darin Beobachtungsdaten auszugleichen. Ein ein- 
facher, nicht selten auftretender Fall läBt sich geometrisch in 
dieser Weise beschreiben : 

Gegeben sind n Ordinaten : 


Yas Yar ce Yns 
die zu n aequidistanten Abscissen 1, 2, ....n# gehôren. Zur Orien- 
tierung verbindet man gern ihre Endpunkte durch Sehnen und er- 
hält so einen Polygonzug (y). Man versucht diesen durch einen 
»ausgeglichenen“ Polygonzug (7) zu ersetzen, welcher den Abscissen 
1, 2,.... n die Ordinaten: 


Mas Mas eee Mn 
zuordnet. 

Man kann verschieden verfahren, um dieses praktische Be- 
dürfnis in ein wohldefiniertes mathematisches Problem zu verwan- 
deln. Der Ansatz dieser Note soll der folgende sein: 

Wir messen 1) den Grad der Abweichung des ausgeglichenen 
von dem gegebenen Polygonzuge durch die Zahl: 


A=È.(-v}, 


2) die Stärke der Schwankung des ausgeglichenen Polygonzuges 
durch die Zahl : 


n—1 


B NE 2: (Me+s #4 1.) ’ 
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3) fixieren wir eine positive Zahl y’, welche wir als Gewicht be- 
zeichnen. 

Wir ordnen nun dem Polygonzuge (y) als ausge- 
glichenen Polygonzug (7) denjenigenzu, für welchen: 


(1) A+yYB = En-y) + EE nu -n) 
ein Minimum wird. 


2. Die Differensengleichung. Durch Differentiation des Ansatzes 
ergiebt sich zunächst der: 

Satz I. Damit die Ordinaten n den Ausdruch (1) zu einem Mi- 
nimum machen, ist notwendig und hinreichend, dal sie der linearen 
Differensengleichung 2" Ordnung mit konstanten Kocfficienten genügen: 


(2) im Ar 68 EL rt FA 
Dabei bedeutet : 
A9, = Mn 
und die Anfangsbedingungen sind: 
An= x ANSE AO) 


Wir werden in der nächsten Nummer die Gleichungen (2) 
thatsächlich nach den 7 auflüsen. Damit ist dann der Beweis er- 
bracht — und dieses läft sich anch direkt zeigen -—-, daB die De- 
terminante der Gleichungen (2) nicht verschwindet. Hieraus folgt : 

Satz II. Zu jedem Polygonzug (y) gehürt bei gegebenem Gewichte 
y" ein und nur ein ausgeglichener Polygonzug (n). 

Ferner liest man unmittelbar aus den Gleichungen (2) noch 
die Sätze ab: 

Satz III. Parallele zur x-Achse gehen bei der Ausgleichung in 
sich über und umgekehrt; geht ein Polygoneug bei der Ausgleichung 
in sich über, so ist er eine Parallele zur x-Achse. 

Dagegen gilt : 

Satz IV. Eine Gerade, die nicht parallel eur x-Achse ist, geht 
nicht wieder in eine Gerade über. 

Ferner : 

Satz V. Der Schwerpuntkt bleibt erhalten, d. h. es ist: 


Zn. = 24. 
x=1 z=il 


Satz VI. Der ausgeglichene Polygoneug kehrt dem gegebenen 
immer seine konvexe Seite zu. 
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Satz VII. Die Schwankung wird bei der Ausgleichung verkleinert, 
es ist: 


Z(an) < Z(ag.). 


Der letzte Satz folgt unmittelbar daraus, daf die » den Ausdruck 
(1) zu einem Minimum machen. Ueberträgt man die Gleichung (2) 
ins Geometrische, so entsteht für y” = 1 der: 

Sate VIII. Kennt man zwei 
aufeinanderfolgende n, so findet 
man alle übrigen durch eine gra- 
phische Konstruktion. Um z. B. 
Mer GUS 7, und 1, zu finden, 
verbinde man die Endpunkte von 
7. und n, durch eine Gerade, 
welche die Ordinate durch x +1 
in Q schneidet. Hierauf ver- 
binde man den Endpunkt von y, 
mit Q und ziehe durch den End- 
punkt von n, zu dieser Geraden 
eine Parallele. Der Schnittpunkt 
dieser Parallelen mit der Ordi- 
nate durch x + 1 liefert den End- 
punkt der Ordinate n.... 


Die nebenstehende Figur erläutert das Verfahren. Wir fügen 
noch hinzu: 

Zusatz I. Es genügt », oder »,, oder An, oder An, allein 
zu kennen um alle übrigen Ordinaten 7 durch das graphische Ver- 
fahren zu finden. 

Zusatz IlI'). Fängt man statt mit dem richtigen y, mit einem 
beliebigen (falschen) Werte 7, an und gelangt man durch die gra- 
phische Methode mit Hülfe der gegebenen Werte y zu dem End- 
werte 47, für A4», und findet man ebenso aus einem zweiten belie- 
bigen Anfangswerte 7, den Endwert 49%, statt An,, so kann man 
den richtigen Wert 7, aus der Proportion: 


47,.: An, = (m— 1) M — ") 
geometrisch konstruieren. 


8. Auflüsung der Differenzengleichung. Nach den bekannten Me- 
thoden der Auflüsung von linearen Differenzengleichungen mit kon- 
stanten Koefficienten findet man aus den Gleichungen (2) die li- 


1) Diese Bemerkung stammt von Herrn F. Klein. 
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neare Substitution 7, welche die 4 durch die 4y ausdrückt und 
die lineare Substitution S, welche die » durch die y ausdrückt. 
Die erstere wird durch die Gleichungen vermittelt : 


| si(nv)a 3, dy sihtatsiheS, dy-sih(n—#a 
ca Nr dat PTE et oene re CR nm” une Dai ai 
Das y'sihaæsihna 


,%=1...n—1 


wo « die positive Zahl ist, die der Gleichung 
1 
> = 1 +2 


genügt. sk und cok bedeuten die hyperbolischen Sinus und Cosinus. 
Unter den Gleichungen (3) sind die erste und letzte besonders 


. einfach. Sie lauten: 


y'sihna- An, —  Ay, -sih(n—1)a+....… +4y,_,-sihla 
ysihna. An,, = Ay, sihla+..........…. + 4y,., sih(n—1)« 


Da die sinza mit wachsendem x stark zunehmen, so sind die 
hier vorkommenden Reïhen (wenn nicht y sehr gro8 gewählt wird) 
rasch konvergent und zur numerischen Rechnung geeignet. Es ist 
jedoch erforderlich, wenn man das graphische Verfahren der vo- 
rigen Nummer anwenden will, den Anfangswert J, oder An... 
sehr genau zu berechnen, da bei jener Methode sich die Fehler 
sehr stark summieren. 

Hat man z. B. n — 100 Werte y, auszugleichen, so thut man 
gut etwa von 10 zu 10 Werten die An, direkt aus Formel (3) zu 
berechnen und nur dazwischen das rekurrierende Verfahren des 
Satzes VIII anzuwenden. Dadurch wird man in den Stand ge- 
setzt, aus der Differenz zwischen dem direkt berechneten und dem 
rekurrierend gefundenen Werte des End-» einer Periode die Korrek- 
tionen für alle einzelnen 7 zu ermitteln. Ist nämlich & der Fehler 
von ,, s0 ist der Fehler &,, der durch rekurrierende Bestimmung 
aus dem ungenauen 7, für », entspringt, gleich: 


_ sinæa—sih(x— la, 
"4 sih & 


Mit Hülfe dieser Korrektionen ist die numerische Rechnung 
auch für gro8e Werke von n sehr sicher und ohne zu grofen Zeit- 
aufwand ausführbar. In der Figur auf der folgenden Seite ist ein der 
Bevôülkerungsstatistik entnommenes Beispiel mit dem Gewicht y* = 1 
wiedergegeben. Die Berechnung der 10 Ordinaten hat 2 Stunden 
in Anspruch genommen. 


10 
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Wanderungsverluste in Tausenden 
in den Jahren 1872—75 an den Geburts- 
jahren 1801—1810. Weibliches Geschlecht. 


(Monatshefte zur Statistik des deutschen Reichs,' No- 
vember 1887, pag. 26). 


pm ——— _—_——-— 


0 De 
1 rélomdal él Cle Gad) 8 
Z ie | 
/ <uu/ 
\ 
Gegebene Kurve (y) 
2eflssons Ausgeglichere Hurve(r) 
Aa A pes Parallele durch den 


1800 + x — Geburtsjahr. 
1000y = Wanderungsverlust. 
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Was nun die Substitution S anlangt, welche die  selbst durch 
die y ausdrückt, so sei: 


(4) je (rm D Ya G=1...n) 


Alsdann kann man das Schema der a, am einfachsten so beschreïben: 
Sei À, der Nenner des xten Näherungswertes in der Ketten- 
bruchentwickelung : 
Le 5 RU LUE 
Ta cer te cohe Pouhe 


wo der Punkt über dem Pluszeichen bedeuten soll, da es eigent- 
lich in den Nenner des vorhergehenden Bruches gehôrt, so wird: 


2 Ad sihta—sih(x—1)« 
4 sih «& 
eine Reïhe von wachsenden, positiven Zahlen. Man bilde nun den 


Rand eines Quadrates von »* Elementen durch die Zahlen À in 
dieser Weise : 


A An1 


f: DEA L AS j s à SEE 41 

Um auch das Innere des Schemas auszufüllen, markiere man 
die Diagonale À,... 4. Jedes Element, das rechts von ihr steht, 
wird durch Multiplikation derjenigen beiden À des Randes er- 
halten, die in derselben Horizontale anf der letzten Vertikale bezw. 
in derselben Vertikale in der ersten Horizontale stehen, wie dies 
durch 4,4, — 4,4, angedeutet ist. Aebnlich verfährt man bei 
der Bildung der Elemente 4,4, links von der Diagonale, wie dies 
in dem Schema angedeutet ist. Auf der Diagonale selbst führen 
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beide Verfahren zu dem gleichen Ziel, Dividiert man nun alle 
Elemente des so ausgefüllten Schemas durch die Summe aller À: 
sinn « 


24, sina ? 


so erhält man das Schema der a. 

Aus der beschriebenen Beschaffenheit der Substitutionen S und 
T resultieren die Sätze: 

Satz IX. Sowohl in der Substitution S als in der Substitution 
T sind alle Koefficienten positiv. Speziell in der Substitution S ist 
noch die Summe aller Koefficienten einer Horizontale oder Vertikale 
gleich 1. Ueberdies ist das System der a, symmetrisch. In einer Reihe 
desselben nchmen die Koefficienten immer bis zur Diagonale zu, von. 
da aus wieder ab. Auf der Diagonale selbst liegt das Minimum der 
Koeffizienten in der Mitte, das Maximum an den Enden. 

Hieraus folgt aber: 

Satz X. Die n sind Mittelwerte der y, bei der Bildung von n, 
fallen y, und die in der nächsten Umgebung von y, liegenden y am 
stärksten, die übrigen um so weniger ins Gewicht, je weiler sie von 
y, abstehen. Das Maximum der n ist kleiner als das Maximum der 
y, das Minimum der n grüfler als das Minimum der y. 

Satz XI. Sind alle y von gleichem Zeichen, so sind auch alle 
n von demselben Zeichen. Wenn alle y beständig zunehmen (abnehmen), 
so gilt Gleiches von den 7. 


4. Eïnführung multiplikativer Verbindungen. An Stelle der y 

und 7 kann man lineare Funktionen von diesen: 

Y — Aitahtte + init Ye 

H = mthmte+l mit 
einführen, die sich multiplikativ verhalten, so daf bei Ausführung 
der Substitution S, H bis auf einen konstanten, von der Wahl der 
y unabhängigen Faktor in Y übergeht. Sei 
(5) H-Y=6H, 


so müssen die 4, der linearen homogenen Differenzengleichung 
2ter Ordnung genügen: 


-(2+$)242 = 0, z=1...n 


wo À, = À,, 2,,, = À, = 1 zu setzen ist. Daher muB die De- 


terminante verschwinden : 
D, (œ) = —(w—2):F,_,(). 
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Dabei ist ® — +2 gesetzt und F,(œ) ist der Nenner des nten 


Näherungswertes in der Kettenbrachentwickelung: 


FE — 4e 

Uebrigens wird 
—1)""'sinn 

F,_.,(œ) — nn 

wenn man 
= 2cosp 
setzt. Hieraus folgt: 
Satz XII. Die Gleichung D,(œ) — 0 hat n reelle, von einander 

verschiedene Wurzeln, die sämtlich zwischen — 2 und +2 liegen : 


o — 20087, k = 0,1...n—1 
Satz XIII. Den n Werten 
ka 
ne UE 
o = —47"sin Sn 


entsprechen n multiplikative Verbindungen Y,, die sich aus 

(6) siny,:Y, = 4y, ,-sinlp,+4y,,-sin2@p,+:..+4y,-sin(n—1)y, 

ergeben, wenn man q, = _ setzt und k von 0 bis n — 1 wandern lüfit. 
Setzt man analog : 

sin y,.H, — An,,.sn1y,+47,,sin2p,+:..+4",.sin(n—1) y, 


so hängt H, mit dem entsprechendem Y, durch die Gleichung zu- 
sammen : 


7, 
pe un 
und im Besonderen ist: 
H, 7 Us RCE N Cr É, = Ya FYtost y, 
in Uebereinstimmung mit Satz V. 
Aus der Darstellung der H durch die Y ergiebt sich: 
Satz XIV. Die are des ausgeglichenen Polygonzuges ist 


"(40 S = 2 Sep 
224 (an) = ED sin y, H, RD (+47 sin 4 p,)° 
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Sie hängt mit der Schwankung des Polygonzuges (y) zusammen 
durch die Gleichung : 


Ps A) 
SN) = paie 9) 
a 


wo 9 einen Mittelwert der & @,, also cine Zahl zwischen O0 und 2 


ausschlieflich der Grenzen bedeutet. . 

Dieser Satz bedeutet eine Verschärfung des Satzes VII. 

Aus der Darstellung der H durch die Y folgt ferner: 

Satz XV. Denkt man sich die Substitution S wiederholt, indem 
man den Polygonzug (n) seinerseits wieder nach demselben Verfahren 
ausgleicht, und denkt man sich diese Operation unbegrenst oft fortge- 
setzt, So ergeben die Substitutionen : 


angewandt auf den ursprünglichen Polygonzug (y), eine unendliche 
Reihe von Polygonzügen : 


(y), (x), (n), CH 


deren Grenslage ein Polygonzug (mn) ist, der durch eine Parallele 
durch den Schwerpunkt des ursprünglichen Polygonzuges (y) gebildet 
wird; d.h. es werden die Ordinaten an der Grenze: 


b. Bezichung zu den trigonometrischen Reihen. Setzt man y, 
und », in trigonometrische Reïhen der Form: 


(7) Jr À,+ 4, dsin1®,,+ 4, dsin2p,,+:..+ 14, À sin (n—1) P,-1 
(7!) n, = A +A,dsnlw.,+A,4sn29.,+..A,,4sin(n—1),… 


wo 9, wie früher ÊE bedeutet und 


4snkp,, = sinkp,—sinko®,, 


gesetzt ist, so ist eine solche Entwickelung immer môglich. Die 
einzelnen Glieder der Reihe würden durch Anwendung unseres 
Verfahrens so ausgeglichen:.werden, daf geradezu À, Asinko,. 
in À, Asinkp,., übergeht, wobei sich: 


À, 


A, = —"— 
d 3 NULL 
1+47y sin 


(8) 
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ergiebt. A, bliebe ungeändert gleich 4, Dies folgt unmittelbar 
aus der Differenzengleichung (2). Von der Funktion y,, die durch 
die ganze trigonometrische Reïhe (7) dargestellt ist, geht man 
daher zu der ausgeglichenen Funktion », in der Darstellung (7!) 
einfach dadurch über, da man an Stelle der À die À der Glei- 
chungen (8) für 4 — 0, 1, 2....n—1 setzt. 

Da die À sich umgekebrt als lineare Funktionen der y dar- 
stellen laBen, indem man die Gleichungen (7) nach ihnen auflôst 
und die A dieselben Funktionen der werden, und da nach (8) 
die À sich multiplikativ verhalten, so müfen sie bis auf konstante, 
d. h. von der Wahl der y unabhängige, Faktoren mit den Y der 
vorigen Nummer identisch sein. In der That entstehen die Glei- 
chungen (7) einfach aus den Gleichungen (6), wenn man diese nach 
den y auflüst und man findet auf diese Weise: 


term», A = Cddgigul, k=1...n-1 


A, =Y, AÀ,=—H, 


6. Uebertragung des Problems auf kontinuierliche Veränderliche. 
Ueberträgt man das Problem auf kontinuierliche Veränderliche, 
so wird die in der vorigen Nummer behandelte Beziehung zu den 
trigonometrischen Reïhen weit deutlicher, dafür geht die Einfach- 
heit der graphischen Konstruktion (vergl. Satz VIII) verloren. 
Im Uebrigen wird alles analog dem Falle der diskontinuierlichen 
Veränderlichen. Man macht wieder den Ansatz (1), nur daf dieses 


Mal 
b b 
A = (n—y) dr,  B — fra 


zu setzen ist, wenn die gegebene Kurve y = f(x) in deminter- 
valle von x — a bis x — b durch eine ausgeglichene mit den 


Ordinaten n ersetzt werden soll. 7 bedeutet natürlich S2, An 
Stelle der Differenzengleichung (2) tritt die Differentialgleichung : 
UV UN 


mit den Anfangsbedingungen, daf die Kurve parallel der x-Achse 
ansetzt und endet : 


(n°), = (n'), FF 0. 
An Stelle der Gleichungen (3) und (4) treten: 


Le) 
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und : 


(9) 


coh 2 fl” ycob : 


Ist nun y = f(x) in dem Intervalle von æ — a bis æ — b 
in eine trigonometrische Reïhe entwickelbar, so kann man die 
Reïhe aufstellen : 


a 


y = 4 4,+ À, cos 5 — . 2 HE. 


b— 


a x — 
= x + À, cos 2 1 


Alsdann ist auch % in eine Nr Reiïhe entwickelbar : 


—a+A, cos 2 


Re 


1 = 4 A,+A, cos + AE 


und es wird: 
(0) ES AA MS AT, MOESREE SRE rentes 
Fr y +(b— a}? ? ? RC 

Mit Hülfe des Michelson’schen Apparats !) lieBe sich daher 
die Ausgleichung einer Kurve nach unserem Ansatz sehr leicht 
bewerkstelligen. ŒÆErst bestimmt man aus der gegebenen Kurve 
y = f(x) die Koefficienten À, sodann stellt man in dem Apparat 
an Stelle der À, die aus den letzten Gleichungen zu berechnenden 
À, ein, alsdann zeichnet der Apparat die Kurve für #. 

Betrachtet man z. B. die WeierstraB’sche Funktion?): 


= 2 B" cos («x x), 


wo B einen positiven echten Bruch, « eine ungerade ganze Zahl 
bedeutet, für die «8 grôBer als 1+8zx ist, so ist bekanntlich y eine 
durchaus stetige Funktion, die an keiner Stelle differenzierbar ist. 
Wendet man auf sie unser Ausgleichungsverfahren in einem Inter- 


1) A. A. Michelson and J. W. Stratton, A new Harmonic Analyzer. 
— The American Journal of Science, New Haven, Conn. 1898. 

2) Der Vorschlag, das Verfabren auf diese Funktion anzuwenden rübrt von 
Herrn Zermelo her. 
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valle an, das von den ganzen Zahlen x — a und + — b begrenzt 
ist, so ergiebt sich aus der Formel (9) oder (10) eine ausgeglichene 
Kurve, deren Gleichung : 


N B'cos (a xx) 


1-4 1+o ya 


ganz unabhängig von den Endpunkten (a, b) des Intervalles ist, 
durch welches man die Ausgleichung begrenzte. Die entstandene 
Funktion ist — wie klein auch das Gewicht y" sein mag — für alle 
Werte x bis zur zweiten Ableitung einschlielich stetig und man 
erhält - diese Ableitungen aus der Reïhe für durch gliedweise 
Differentiation. Dagegen existiert der dritte Differentialquotient 
an keiner Stelle x mehr. 

Die Uebertragung des Ansatzes auf mehr Veränderliche fübrt 
auf Randwertaufgaben!’). Ich behalte mir vor bei späterer Gele- 
genheit dies weiter auszuführen. 


1) Die Existenz des Minimums und damit die Lôsbarkeit der zugehôrigen 
Randwertaufgabe folgt hier sehr einfach aus den von Herrn Hilbert auf der 


. Naturforscherversammlung in München 1899 vorgetragenen Methoden. 


Ein Theorem über Determinanten. 
Von 


S. Kantor. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 13. Januar 1900. 


In seiner Arbeïit ,Ueber das Pfaff’sche Problem“) hat Herr 
Frobenius ein Theorem über die Hauptunterdeterminanten der 
windschiefen und in einer späteren Arbeit ,Ueber das Trägheïits- 
gesetz der quadratischen Formen“?) das dazu analoge Theorem 
für symmetrische Determinanten gegeben. Ich werde in dieser 
Arbeit die beiden Theoreme durch eine rein geometrische Methode 
beweisen und auBerdem ein Theorem über unbeschränkte Determi- 
nanten herleiten, aus dessen Beweise der Grund der Frobenius'schen 
Beschränkung seiner Theoreme auf symmetrische und alternirende 
Determinanten recht deutlich werden wird. Ich lege besonders 
darauf Gewicht, daB diese Theoreme nicht nur durchaus geometrisch 
bewiesen sind, sondern daB auch die Aufstellang des Theorems I 
durchaus geometrisch vor sich gieng. 

Veranlassung dazu wurde mir eine während des Druckes 
meiner Abhandlung im 118. Bande des Crelleschen Journals hinzu- 
gefügte FuBnote (p. 89), in der gegen das Theorem II des $ b der 
erst citirten Frobenius'schen Arbeit ein Einwand gemacht wird ?). 
Dieser Einwand ist nun nicht stichhaltig. An die Stelle 
jener FufBnote treten die hier gezogenen Folgerungen. 


1) Crelle Journ. Bd. 82. $ 5. 

2) Sitzungsberichte der Berliner Akademie der Wiss. 1894. 

8) Alles, was ich sonst in den FuBnoten meiner Abhandlung ausgesprochen 
habe, bleibt bestohen, 
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Im Abschnitt IX folgt ein auf die Theoreme des Abschnittes 
I im symmetrischen Falle basirter, neuer Beweis Hensel- Fro- 
benius’scher Sätze über reguläre Sub- und Superdeterminanten. 


te 


1. P bezeichne eine bilineare Form in je +1 homogenen 
Variabeln und der Kürze wegen auch die durch sie dargestellte 
Correlation zwischen den Räumen R, R!. Es entsteht dann unter 
irgend zwei Räumen R, (im R,) und R! (im R!) vermôge P eine 
partiale Correlation P,, welche man auch als ein in P enthaltene 
Correlation bezeichnen kann’). Es gibt unendlich viele Paare 
R,, R;, wo P, singulär ist, also mindestens einen R, in jedem der 
beiden R,, R; hat, dem alle R!., (R,,) des anderen Raumes R! (R)) 
entsprechen. Diese Paare R,, R' bilden den durch die Gleichung 

1) A a 208 

definirten R,-R;- Connex. Hier ist À die zu P gehôrige Ma- 
trix (&,,), p,, p! sind die in bekannter Ordnung geschriebenen Coor- 
dinaten je eines R,, R; resp. die Coordinatenaggregate der sie 
bestimmenden i+1 Punkte. Ist in À, R! je ein R,., R;, ge- 
geben, so bilden die durch R,, gehenden À,, welchen solche K;, 
vermôüge 1) entsprechen, die durch den ÆR;, gehen, einen Kegel 
2. Classe. 

Solche Paare ZR,, R!, welche 1) genügen, heïfen conjugirt 
1. Art. Unter ihnen sind noch solche, wo die Correlation P, so- 
gar je einen singulären R,, R; in R,, R, besitzt. Solche Paare 
heifen conjugirt (r+1)-ter Art.?). 

Seien nun À4,,...A,,, und 4;,...4/,, die Coordinaten-(r + 1)- 
Ecke von 2, R' und die durch die bilineare Form veranlafite Zu- 
weisung sei durch die Indices ausgedrückt. 


1) Bei irgend einer Punkt- R,;- Verwandtschaft oder aber bigredienten 
Punkt- R;- Form ist die durch den Schnitt irgend einer Mannigfaltigkeit 
M, des R, mit dieser Verwandtschaft oder Form entstehende ,enthaltene“ 
Verwandtschaft zu untersuchen und auch umgekehrt ist für gegebene Verwandt- 
schaft in M, dieselbe als in einer von M,,, oder R,,,, die jene erhalten, ein- 
geschlossenen, nachzuweisen. Die Sache ist ein Capitel der Theorie der hôheren 
Functionenkôrper. 

2) Im speciellen Falle der quadratischen Form Za, x, x, ist dieses Conjugirt- 
sein verschiedener Arten angetroffen und dazu verwendet worden, um die 
nichteuklidischen mehrfachen Orthogonalitäten zu definiren, bei d’Ovidio in Me- 
morie dei Lincei 1877: ,Le proprietà metriche fondamentali dello spazio di n 
dimensioni.“ 

Kgl. Ges. à, Wiss, Nachrichten, Mathemat.-physik. Klasse, 1899, Heft 8, 20 


D. 
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2. Man kann direct eine Correlation P construiren, soda$ alle 
Paare gleichnamiger Seiten- R,, dieaus den 4 und 4'je gebildet werden 
kônnen, conjugirt 1. Art sind, ohne das P auch nur einen singulären 
ER, besitze. Aber ich werde nun folgendes Theorem beweïsen : 

Theorem I. Wenn in einer Determinante keine Hauptunter- 
determinante (i—1)-Ordnung verschwindet, aber alle Haupt- 
unterdeterminanten i-ter und (:+1)-ter Ordnung verschwinden, 
so verschwinden alle Subdeterminanten des Grades à und also 
auch alle Subdeterminanten hôherer Grade. 

Es ist zuerst klar, da die in den gleichnamigen Seiten- 
R, und R! entstehenden Correlationen P, Determinanten haben, 
welche eben die H.U. D. der Determinante | À | sind, während 
die Correlationen, welche unter den nicht gleichnamigen Seiten- 
ER, und R} entstehen, die sämmtlichen übrigen Subdeterminanten 
(i+1)-Grades zu Determinanten haben. 

a) Es sei nun angenommen, daB eine H.U.D. (i—1)-ten 
Grades | 4,,| nicht verschwinde, etwa die zur Correlation unter 
den R,, (4,,...4,,) und R}, (4,....4,,) gehôrige. 

Dann môügen die beiden Seiten — R,, (4,,...4,,4) und 
(4,,...4,, 4,,,) nebst ihren gleichnamigen in R, betrachtet werden. 
Vermôüge der Voraussetzung des Theoremes haben die Correlationen 
unter diesen und den ihnen gleichnamigen Seitenräumen von R/ je 
einen singulären Punkt in (4,,....4;, 4) und (4,....4,, 4!,,). 
Die beiden R,, in Betrachtung bilden einen R,(4,...4,, 4,A,,.), 
der mit dem gleichnamigen R; ebenfalls eine singuläre Correlation 
bestimmen soll — P6-1,i5+1) __ wwegen der Voraussetzung des 
Theoremes, da ja auch die Hauptunterdeterminanten | À,,, | ver- 
schwinden sollen. Es schneiden also die den beiden Æ,., ent- 
sprechenden R,, die R;, (4,,...4;,4/), R;, (4!,...4!, À!) je 
in einem Punkte und es schneidet aber auch der dem sie verbin- 
denden BR, (4,,...4,, 4, A.) entsprechende R!,, den die R!, 
verbindenden BR! (4!...4/,A,A4;,,) in einem Punkte. Da der 
letztere R!,, der Schnitt der beiden ersteren R,., ist, so folgt in 
allgemeinster Weise, daB diese drei singulären Punkte entweder 
in einer Graden sein müssen, da sie nicht eine Ebene bestimmen 
dürfen, weil diese Ebene den gemeinsamen R,, der beiden LR, , in 
einem singulären Punkte dieses R,, schneiden würde oder es muf 
der singuläre Punkt des Z, mit einem der singulären Punkte 
der R, coincidiren. Hiefür sind nun drei Fälle müglich: 1. Man 
bat unter zwei R,, R' eine Correlation mit zwei singulären 
Punkten O, 0’, in diesen zwei Paare von R,,, R;, und S,., S!., 
jedes Paar mit einer singulären Correlation und den singulären 


is 
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: Punkten Q, Q' und T, 7". Es kônnten nun Q mit O0, T mit O 
coincidiren, dann müssen 0’, Q', T' nicht in einer Graden sein. 
Aber dann müssen alle Subdeterminanten von | À, 4 |, welche mit 
einer der beïiden | À, | dieselben (etwa) Zeïlen gemeinsam haben, 
verschwinden. Dann ist also der singuläre Punkt O im Schnitt- 
R,, enthalten, was nicht sein darf. 2, Es kônnten Q' mit O0, 7" 
mit 0’ coincidiren, dann müssen O, R, T nicht in einer Geraden 
sein. Aber dann müssen alle Subdeterminanten von | 4, |, welche 
mit einer der beiden | À, | dieselben Colonnen gemeinsam haben, 
verschwinden. Dann ist der singuläre Punkt 0’ im Schnitt-R'., 
enthalten, was nicht sein darf. 8. Es kônnten Q' mit O, T mit 
0’ coïincidiren, dann müssen weder 0, Q, T noch 0’, Q', T' in einer 
Geraden sein. Aber dann müssen alle Subdeterminanten von | 4,., |, 
welche mit einer der beiden |A,| dieselben Zeiïilen, oder mit der 
anderen dieselben Colonnen gemeinsam haben, verschwinden. Dann 
muf weder der singuläre Punkt O, noch O0’ in einem Seiten-R,, 
enthalten sein. 

b) Tritt dieser 3. Fall ein, dann kann unser Beweis nicht 
fortgesetzt werden. Dieser Fall ‘ist aber jedenfalls ausge- 
schlossen, wenn vermüge der Relationen, welche etwa schon 
unter den a, bestehen, stets O und 0’ in einen Punkt coincidiren 
müssen. Dies ist nun thatsächlich der Fall bei den symmetrischen 
und alternirenden Determinanten. Unser Beweis muB, um dies ein- 
fach hervortreten zu lassen, in diesem Falle die beiden (r + 1)- 
Ecke am besten als coincident voraussetzen. Jener 3. Fall kann 
aber auch so ausgeschlossen werden, da8 man überhaupt annimmt, 
daB alle Hauptunterdeterminanten, welche den in R, enthaltenen 
gleichnamigen R,,-Seitenpaaren entsprechen, verschwinden. 
Dann kônnen unter der Voraussetzung, daB alle Hauptunterdeter- 
minanten für R,, also |4,,| nicht verschwinden, die obigen 
Schlüsse jedesmal wiederholt werden und es müfte also O in jedem 
der Seiten-R,, enthalten sein, ohne in einem Seiten-R,, ent- 
halten sein zu dürfen, was nicht môglich ist. 

Wenn dann jener 8. Fall ausgeschlossen ist, dann sind also 
0, Q, T und 0, Q', T' je in einer Geraden. Also trifft der dem 
EL, (4,,...4,,4,4,,,) vermôüge P entsprechende Æ,,, den R, 
(A! ... À, À! À},,) nicht nur in einem Punkte, sondern in einer 
Geraden, also: diese beiden Seiten-Æ,, R; sind sogar conjugirt 
2. Art. Dies gilt weiter für irgend zwei Seiten-R,, durch den 
Seiten-R,, (4,,....4,;), daher: 

Aus den Voraussetzungen folgt zuerst, da8 die sämmtlichen 
durch R,., (4,...4,,)undR,, (4,...4;.,) gehenden Coin 
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Seiten-R,-Paare sogar Correlationen mit singulären Geraden 
tragen. 

c) Nun müssen diese singulären Geraden in allen jenen Seiten- 
E,, welche durch einen festen Seiten-R', (4,,...4;,, À) 
hindurchgehen, sämmtlich den singulären Punkt 7} dieses R,, ent- 
halten, da sie jedenfalls den R;., in singulären Punkten einer 
Correlation schneiden und wenn diese verschieden wären, R!, ko- 
gar eine singuläre Gerade T, enthielte, welche also den im R}, 
enthaltenen R!, (4,....A4,,) nothwendig in einem singulären 
Punkte einer Correlation schneiden würde, während ausdrücklich 
vorausgesetzt wurde, daB die P,, von-R,,, R;, nicht singulär 
sein solle. 

Demnach ist 7° singulärer Punkt für P,in r+1—4 durch 
den Seiten-R!, gehenden linear-unabhängige ÆR! und bhieraus 
folgt’), daB er überhaupt singulärer Punkt für die Correlation 
P ist. 

Die Correlation P hat demzufolge und wegen der Voraus- 
setzung in jedem Seiten-R,, durch den Seiten-R,, (4,,... 
A,.,) und dem gleiehnamigen R/., je einen singulären Punkt analog 
zu T, T'. Diese Punkte T°,...T°*°? bestimmen eïnen R,_.,,, weil 
sie nothwendig linear -unabhängig sind und dieser À, ist 
ein singulärer Raum S,_., für die Correlation P*). 

Hat aber einmal P, im À, einen singulären Raum S_.,, und in 
E/ einen singulären Raum S,_.,,, so schneiden diese die Seitenräume 
R,,, R}, überhaupt in singulären Punkten ihrer paarweise herr- 
schenden Correlationen und also ist die irgend Seiten R,, R!- 
Paare entsprechende Subdeterminante gleich Null; somit ver- 
schwinden nicht nur alle H. U. D. sondern sogar alle Subdeter- 
minanten -ten Grades von | A|, qu. e, d. 

Es ist aber durch den Theïl c) des Beweïises ein zweites 
Theorem bewiesen. : Wird nämlich nur von einem festen Seiten- 
R,, mit nicht singulärer P,, ausgegangen und auch voraus- 
gesetzt, daB jener 3. Fall durch die Symmetrie der De- 
terminante ausgeschlossen ist, und da alle Seiteu-R,, und 
alle Seiten-ÆR, durch jenen einen Seiten-Æ,, einfach singu- 


1) Vgl. meine Abb. in Cr. J. Bd. 118. 

2) Es ist für mich kein Zvweifel, daB die Bedingung, daB alle H. U. D. 
(“—1)-ten Grades nicht verschwinden dürfen, hinreichend aber nicht noth- 
wendig ist. Aber die Configuration der nothwendigen H. U. D. zu finden ist 


ein sebr intricates Problem, das für eine andere Gelegenheit aufgespart bleiben 
kann, 
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läre Correlationen tragen, so hat P selbst einen singulären À, 
Besitzt andererseits P einen singulären À,_,,, so ist es eine noth- 
wendige Folge, daf jeder Seiten-R,, einen singulären Punkt 
und jeder Seiten- À, eine singuläre Gerade in seiner Correlation 
babe. Daher: 


Theorem IT. Wenn in einer symmetrischen oder alternirenden 
Determinante alle H. U. D. i-ten und (i+1)-ten Grades, welche 
eine feste nicht verschwindende H. U. D. (i—1)-ten Grades 
enthalten, verschwinden, so verschwinden alle Subdeterminanten 
i-ten Grades. 

Diese Bedingungen sind im symmetrischen resp. alternirenden 
Falle in der Anzahl (r—i+3), resp. (r—i+2), vorhanden und 
sind dann linear unabhängig, wenn überhaupt keine H. U. D. 
(i—1)-ten Grades verschwindet. Ç 

Theorem III. Wenn in einer symmetrischen oder alterniren- 
den Determinante nicht alle Subdeterminanten i-ten Grades 
verschwinden (diese also mindestens vom ?-ten Range ist), so muf 
jede nicht verschwindende H. U. D. (:—1)-ten Grades entweder 
in einer nicht verschwindenden H. U. D. i-ten oder (i+1)-ten 
Grades enthalten sein. 

Der obige Beweis leitet aber ebenso unmittelbar zu einer 
Reiïhe weiterer Sätze, von denen Theorem II nur ein Extremum 
ist, und die ich so zusammenfasse: 

Theorem IV. Wenn man in einer symmetrischen oder alter- 
nirenden Determinante auf ! verschiedene Weisen r—i+1 ver- 
schwindende H.U.D.(i+1)-ten Grades auswählen kann, welche jedesmal 
1) sämmtlich eine gemeinsame verschwindende Haupunterdeter- 
minante i-ten Grades enthalten und 2.) in dieser mindestens eine 
nicht verschwindende H. U. D. (i—1)-ten Grades enthalten ist, 
so verschwinden überhaupt alle Subdeterminanten des Grades 

4, — r—|+2 
der gegebenen Determinante. 

Beweis. Für jede der supponirten ! Weïsen erhält man 
einen singulären Punkt O, von P, der noch dazu in einem Seiten- 
FR, des (Coordinaten-(r—1)-Ecken enthalten ïist, wie der 
obige Beweis darthut, und also insgesammt / solche Punkte, somit 
einen singulären R,, von P, wodurch sämmtliche Subdeterminanten 
des Grades r —1+2 zum Verschwinden kommen. 

Die Zusammenfassung der symmetrischen und alternirenden 
Determinanten in den Theoremen II bis IV hat meiner Ansicht 
nach gar nichts Unzukômmliches. Man hat nur dem Umstande 
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Rechnung zu tragen, daB infolge der Bedingungen 

| an T Gp — 0 
die sämmtlichen H. U. D. i-ten Grades von selbst verschwinden, 
sobald à eine ungerade Zahl ist. 

Ein Unterschied ist also nur zu machen, wenn man die durch 
die Theoreme II und IV gelieferten Bedingungen abzählt. Diese 
Anzahl ist im symmetrischen Falle /(r—i+2), im alternirenden 
Falle Z(r—i+1), zusammenfassend / (r—i++) wo & — 1 oder 2 ist. 

Der Sinn des Theoremes IV, wodurch es sich von den Theo- 
remen des Herrn Frobenius unterscheidet, liegt  einmal 
darin, da8 in ihm mittelst H. U. D. i-ter und (i+1)-ter Ord- 
nung über Subdeterminanten des Grades i, entschieden wird 
und à, = à sein kann, während bei Herrn Frobenius nur wieder 
über Subdeterminanten 2-ten Grades entschieden wurde, dann 
aber auch darin, da für die ! (r—i+e) H. U. D. sehr verschie- 
dene Configurationen innerhalb der Determinante | À | genommen 
werden kônnen. Für ein und dasselbe à, wird die Anzahl der 
entscheidenden H. U. D. verschieden je nach der willkürlichen 
Wabhl von . Sie wird am kleinsten für das grôBte + Aber diese 
Zahl vermindert sich auch gleichzeitig in Folge der Configuration, 
indem nämlich mebrere der H. U. D. gleichzeitig bei mebreren 
der ! Weïisen eintreten kônnen. Dies findet nun thatsächlich statt, 
wenn man die unter 2.) im Theoreme IV genannten H. U. D. für 
alle ! Weïsen als dieselbe nimmt. Dann entsteht zunächst das 
Theorem: 

Theorem V. Wenn in einer symmetrischen oder alternirenden 
Determinante eine H. U. D. (i—1)-ten Grades nicht verschwindet, 
dagegen alle sie enthaltenden H. U. D. i- Grades, welche Z bestimmte 
Colonnen enthalten und alle H. U. D. (i + 1) - ten Grades, welche eine 
dieser / Colonnen enthalten, verschwinden, so verschwinden alle Sub- 
determinanten (r —/+ 2)-ten Grades der gegebenen Determinante. 

Ich habe auch in diesem Theorem die alternirenden Deter- 
minanten mit einbezogen, obzwar die Zusammenfassung nicht so 
ganz natürlich ist wie bei II bis IV. 

Setzt man in IV für : den Maximalwerth à, —1 — r—1+1, 
so wird zunächst die. Anzahl der kritischen H. U. D. ! (r—i+2) 
= (r—-i+i)(r-i+2) im symmetrischen Falle und (r—i+1) 
(zunächst) im alternirenden Falle. Aber die Zahl für ein allgemeines 
1 kann noch weiter vermindert werden, wenn die Configuration so 
genommen wird, daB mehrere H. U. D. zweimal auftreten. Dies 
geschieht, wenn ! > (r—i+1): 2, sicher von selbst, es geschieht 
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aber auch, wenn eben wie vorhin jener Maximalwerth von à ge- 

nommen wird, woraus dann das Theorem II entsteht; die Anzahl 

wird auf die Hälfte nämlich (r—i+ 8) (r—i+2): 2 im symme- 
à r—i+2) (r—-i+1):2. 

trischen Falle und ei En .o je nachdem r unge- 

rade oder gerade, im alternirenden Falle herabgemindert. 

Diese Zahl ist aber doch nur dann das wahre Minimum, wenn 
in der Determinante nicht schon so viele H. U. D. niederer Grade 
verschwinden, daf einige der H. U. D.(i+1)-ten oder gar i-ten 
Grades von selbst verschwinden. Wenn man also in dem in der 
Eïnleitung hervorgehobenen Theoreme des Herrn Frobenius die 
Worte ,wenn eine H. U. D..... nicht verschwindet“ auffaBt als 
»wenn auch nur eine H. U. D. nicht verschwindet“ — und auch 
eine briefliche Mittheilung des Verfassers an die Red. des Cr. J. 
über die Sache belehrt mich, daB sie wirklich so gemeint war, so 
ist die Anzahl nicht absolut das Minimum. 

Diese Erkenntnis kann von Wichtigkeit werden, wenn es sich 
darum handelt, in eine fertig vorgelegte Determinante, deren 
Elemente Functionen von Parametern sind, wie sie in der 
Gruppentheorie vorkommen, diejenigen vermôüge ïihrer fertigen 
Beschaffenheit gerade nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
einzutragen, damit die Determinante auf den Rang 1, +1 herab- 
gedrückt werde. 

Nachdem ich so Herrn Frobenius' Theorem von neuem be- 
wiesen und die Theoreme I, III und IV hinzugefügt habe, will ich 
noch einen Zusatz machen. Kommt es nicht auf bilineare Formen, 
sondern nur auf die Determinante an, so kônnen Colonnen und 
Zeilen vertauscht werden, ohne daB der Gesammtmodul, der von 
den Subdeterminanten i-ten Grades constituirt wird, sich ändert. 
Damit erreichen wir eine Loslôsung von der Beschränkung auf 
die H. U. D. Also: 

Theorem VI. Wenn man in einer Determinante | 4,,, | die 
r + 1 Zeilen auf die r +1 Colonnen so beziehen kann, daB keine 
einzige der Subdeterminanten (i — 1)-Grades, welche zu jeder ihrer 
Zeilen die entsprechende Colonne enthält, daB aber alle Subdeter- 
minanten î-ten und (i+1)-ten Grades, welche diese Eigenschaft 
genieBen, verschwinden, so verschwinden alle Subdeterminanten 
i-ten Grades der Determinante, sie ist nur vom Range :— 1. 


Il. 
Es seien nun die Elemente einer Determinante | 4,,, | Func- 
tionen von x, welche nach steigenden Potenzen von x —a ent- 
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wickelt sind. Wenn der ausgerechnete Werth einer Determinante 
(x— a)" als Factor enthält, aber keine hôhere Potenz von (x —a), 
so werde ich sagen: sie verschwinde für (x— a)" oder mod (x—a)". 
Hiebei kann » auch eine gebrochene Zahl sein. 

Es môügen nun alle Subdeterminanten i-ten Grades mod 
(&— a)" aber nicht alle mod (x—«a)" verschwinden, sobald 
m >m. Dannistes sicher, da es auch eine Subdeterminante (i— 1)-ten 
Grades | 4À,,|geben muf, welche micht mod (x— a)" verschwindet, 
und also noch weniger dies mod (x— a)" thut. 

Wird nun die Determinante als symmetrisch vorausgesetzt, 
so kann diese Subdeterminante sogar als H. U. D. angenommen 
werden und es kann auf die Superdeterminanten dieser Subdeter- 
minante das Theorem II angewendet werden, wobei noch zu be- 
achten ist, daB für (x — a}"', wenn die Differenz m' — m hinreichend 
klein ist, sicher alle Subdeterminanten (i+1)-ten Grades, also 
gewif darunter auch die im Theoreme genannten Determinanten 
(i+1)-ten Grades | 4, | verschwinden. 

Also es verschwindet | 4, | nicht, die genannten | 4,,, | ver- 
schwinden sämmtlich; würden nun auch alle im Theoreme ge- 
nannten Hauptsuperdeterminanten | 4, | von | À,, | verschwinden, 
so würde die Folgerung des Theorems eintreten, daB alle 
Subdeterminanten &-ten Grades verschwinden und zwar mod 
(æ—aÿ", folglich wäre (æ—a})" nicht das Maximum, wie voraus- 
gesetzt wurde. Es mu demnach unter den | À, | des Theoremes 
eine geben, welche — mod (æ— a)" — nicht verschwindet. 

Sie verschwindet also für keine hôhere Potenz als (x— a)", 
modulo welcher alle ïihre Schwestern verschwinden, sie ist also 
unter den regulären Subdeterminanten i-ten Grades. Damit 
ist denn auf neue Art das Hensel’sche Theorem bewiesen: Jede 
reguläre Hauptsubdeterminante | 4, | ist in einer regulären Haupt- 
subdeterminante | À, | enthalten. 

Das reciproke Theorem, das bei Herrn Hensel als das ur- 
sprüngliche erscheint, während das oben bewiesene bei ihm als das 
reciproke hinzutritt, beweist wol am einfachsten die Determinante, 
deren Elemente die ersten Minoren von | 4,., | sind. 

Aber es ist immerhin zu bemerken, da8 m'—m = 1 sein kann 
und also der obige Beweis eïigentlich die folgende Verschärfung 
des Theoremes für den Fall symmetrischer Determinanten gibt: 

Theorem VII. Wenn in einer symmetrischen Determinante 
eine Hauptsubdeterminante (‘—1)-ten Grades nicht durch den 
grôBten gemeinsamen Theiler (x—a)"+#: aller Subdeterminanten 
G+1)-ten Grades theilbar ist, so ist sie in einer Hauptdeter- 
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minante i-ten Grades enthalten, welche ebenfalls nicht durch 
(&—a)"#i theïlbar ist, ist sie nicht durch (æ— a)", +1 theilbar, 
wo (x— a)"; der grôBte gemeinsame Theiïler aller Subdeterminanten 
i- Grades und 40, so ist sie in einer Hauptsubdeterminante 
i-ten Grades eben dieser Eigenschaft enthalten und ebenso gelten 
die reciproken Sätze. 


IIL 


Auch das Theorem Kronecker’s aus Cr. J. Bd. 72, wonach, 
wenn eine Hauptunterdeterminante 4,., einer willkürlichen Deter- 
minante nicht verschwindet, aber alle sie enthaltenden Unter- 
determinanten î-ten Grades verschwinden, sofort alle Unter- 
determinanten i-ten Grades verschwinden, kann im Verfolge der 
geometrischen Raisonnements des art. I bewiesen werden. Denn 
es folgt aus der Voraussetzung, daB in allen Paaren Seiten- 
R,, R;, welche durch zwei bestimmte Seiten-R,,, R!, der 
beiden Coordinaten-(r +1)-Ecke gehen, je eine singuläre 
Correlation entsteht. Ein bestimmter Seiten-R, durch den L,, 
gibt also mit allen Seiten-R, durch den R!, eine singuläre 
Correlation, deren singuläre Punkte nicht in den R'_., fallen kônnen. 
Der dem R, entsprechende R°_,, muB alle diese Punkte enthalten, 
mu in Folge davon in einenR,_, übergehen (da es r + 1 — : Punkte 
sind), also hat die Gesammtcorrelation der X,, R' in R, einen 
singulären Punkt, desgleichen in jedem R, durch den Seiten- 
Æ,.,, also hat sie einen singulären R.,, weshalb alle Unterdeter- 
minanten î-ter Ordnung verschwinden. 
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Ueber einen Satz der Analysis Situs. 
Von 
A. Schoenflies (Kônigsberg). 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 13. Januar 1900. 


Die Untersuchung der umkehrbar eindeutigen und stetigen 
Abbildung von Punktmengen hat sich bisher fast ausschliefilich 
in der Richtung bewegt, nachzuweisen, daB gewisse Abbildungen 
unmôglich sind, nämlich die von Gebieten verschiedener Dimen- 
sionen. Es scheint mir jedoch richtiger zu sein, die Frage mebr 
positiv zu wenden und direct diejenigen Eigenschaften der Punkt- 
mengen aufzusuchen, die bei der genannten Abbildung erhalten 
werden. Das hiermit bezeichnete Problem ist kein anderes, als 
die zuerst von Herrn Hurwitz in seinem Züricher Vortrag aus- 
gesprochene Forderung, ,alle Arten aequivalenter Punktmengen zu 
»bestimmen, sie in Klassen zu teilen, und die Invarianten dieser 
»Klassen aufzusuchen !)*. Es ist auch klar, da8 diese Invarianten 
die geometrischen Grundbegriffe, wie Curve, Fläche, Bogenlänge 
u. 8. w. darstellen müssen. Zu dieser Aufgabe, über die bisher 
wenig gearbeitet ist, beabsichtige ich hier einen Beïitrag zu lie- 
fern, indem ich nachweise, da8 das umkehrbar eindeutige 
undstetige Abbild der Fläche eines Quadrats wie- 
der ein einfach zusammenhängendes Flächenstück 
ist, daB es nämlich aus der Gesamtheit aller Punkte besteht, die 
dem Innern einer geschlossenen Curve angehôren. Die- 
ser Satz ist für die allgemeinste stetige Abbildung bisher nirgends 
bewiesen worden, er läBt sich aber in exacter Form darlegen, 
wenn man das von Herrn C. Jordan bewiesene Theorem benutzt, 


1) Verbandlungen des ersten internationalen Mathematikercongresses, Zürich, 
1898, p. 102. 
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daB eine geschlossene Curve, die keine Doppelpunkte enthält, die 
Ebene in ein Aeuferes und ein Inneres teilt!). 


2. Der Jordansche Satz lautet ausführlich folgenderma$en : 
Sind z = f(t) und y — p(t) im Intervall {, <t<1{, eindeutige 
und stetige Functionen von #, so daB zu jedem Wert von #, der 
zwischen té, und é, liegt, nur ein Wertepaar (xy) gehôrt, zu £, und 
t, jedoch das nämliche Wertepaar, so teilt die.so definirte Punkt- 
menge {xy} die Ebene s0 in ein Aeuferes und ein Inneres, daB je 
zwei äuBere oder je zwei innere Punkte durch einen Polygonzug 
verbindbar sind, der keinen Punkt (xy) enthält, während dies für 
einen äuBeren und einen inneren Punkt nicht der Fall ist. Ich 
nenne die durch den Jordanschen Satz definirte Punktmenge eine 
geschlossene Curve, bezeichne ihre inneren Punkte als 
Fläche, und nenne die Curve auch den Umfang der Fläche; 
ferner soll diejenige Teilmenge {xy}, die zu allen Werten {'£t =” 
gehürt, ein Curvenbogen oder kurz Curve heifen. Da ich 
im Folgenden auch das Jordansche Beweisverfahren benutze, s0 
bemerke ich, daB es darauf hinausläuft, die Curve als gemeinsame 
Grenze zweier Reïhen von Polygonen zu definiren 


P,, Ps, P,... resp. Q,, Q,, Q,. 
von der Art, daB P, ganz innerhalb von P,, und Q, ganz aufer- 


halb von Q,, liegt, und daf der Abstand eines jeden Curven- 
punktes (xy) von P, resp. Q, mit wachsendem » unter jede Grenze 
sinkt. Zugleich giebt es für jeden inneren Punkt der Curve stets 
ein Polygon P,, so daf er innerhalb P, und damit auch innerhalb 
PP = -hnliept 

AuBer dem Jordanschen Satz bedarf ich für das folgende 
noch der aus ihm fliefenden Folgerung, daB ein Curvenbogen, der 
im Innern einer geschlossenen Curve verläuft und zwei ihrer 
Punkte verbindet, das Innere der Curve in der nämlichen Weise 
in zwei Gebiete zerlegt, wie dies für ein Polygon und einen das- 
selbe durchziehenden Linienzug gilt. Da dieser Satz ein wesent- 
liches Beweismoment der weiteren Schlüsse bildet, so scheint es 
mir nôtig, ihn in exacter Weise darzulegen. Dabei setze ich den 
analogen Satz für ein Polygon und einen in ihm verlaufenden 
Linienzug, der seinerseits aus dem axiomatischen Satz über die 
. Teilung der Ebene durch die Gerade gefolgert werden kann, als 
bekannt voraus. : 

8. Sei also jetzt x eine geschlossene Curve, «, und «a, seien 


1) VgL cours d'analyse, 2. Auf. Paris 1895, Bd. I, p.91 #. 
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zwei ihrer Punkte und «,«, — ” ein Curvenbogen von der Art, 
daB jeder von «, und «, verschiedene Punkt dieses Bogens inne- 
rer Punkt für x ist. Nach dem Jordanschen Beweisverfahren 
kônnen wir dann auch 7 durch zwei convergirende Linienzüge 
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approximiren, und zwar môge R; = aia;', S, — a,a: sein, wo 
die Punkte a; und a, gegen «,, ebenso af und a! gegen «, con- 
vergiren, und alle diese Punkte entweder äufere Punkte von x 
oder Punkte von x selbst sind. 

Nun sei « irgend ein von «, und «, verschiedener Punkt des 
Bogens 7, so giebt es für ihn, wie oben erwähnt, ein Polygon P, 
für das « innerer Punkt ist. Es giebt sogar auch noch eine ge- 
wisse Umgebung von «, die ganz innerhalb P, liegt, und daraus 
folgt weïiter, da man auch Polygonzüge R; resp. S, angeben kann, 
auf denen sich ebenfalls Punkte befinden, die innere Punkte für 
P, sind. Ist r ein solcher Punkt für R,, so giebt es auch noch 
rechts und links von r auf R, Punkte dieser Art, und es folgt 
in bekannter Weise, daB es für sie je einen Grenzpunkt »’ und r” 
giebt, der auf P, selbst liegt, während jeder innere Punkt des 
Polygonzuges r'r” innerer Punkt von P, ist. Zwei analoge Punkte 
s' und s” giebt es auch für S,. 

Wir bezeichnen nun denjenigen Teil des Polygons P,, der 
zwischen r’ und 7” liegt, durch p,,, ebenso den Teil zwischen s' 
und s” durch p,,, ferner den Teil von R,, der zwischen r’ und #” 
liegt, durch r,, und den Teil von $, zwischen s’ und s” durchs,,. 
Alsdann bilden p,, und r,, den Umfang eines Polygons P,, ebenso 
r, und s,, den Umfang eines Polygons P,, und zwar sind beide 
Polygone Teile von P,, liegen aber auBerhalb von einander. Wenn 
jetzt v, À, u über alle Grenzen wachsen, so convergirt P, gegen 
#, R, und $, gemeinsam gegen 7, und die Punkte r’ und s', ebenso 
r" und s”, die sowohl auf P,, als auch auf R, resp. S, liegen, 
gegen die gemeinsamen Punkte von x und 7, d.h. also gegen «, 
und «&,. Es muf daher jeder innere Punkt der Curve x, mit Aus- 
nahme der Punkte von », schliefilich innerhalb eines der beiden 
Polygone P, und P,, fallen, woraus der bezügliche Satz folgt. 

Weiter folgert man nun auch, da jeder Curvenbogen B, B,, 
der durch das Innere von x geht, mit dem Bogen a, «, immer min- 
destens einen Punkt gemein hat, falls «,, a, und B,, B, sichauf x 
gegenseitig trennen. 

4. Für die Punkte des Quadrats lege ich die Auffassung zu 
Grunde, daB sie eine perfecte Menge bilden, und leite daher zu- 
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nächst einige Sätze über perfecte Mengen ab, in erster Linie den 
leicht ersichtlichen Satz, daB das stetige Abbild einer perfecten 
Menge selbst eine perfecte Menge ist. Der Einfachheit halber be- 
schränke ich mich auf umkehrbare und eindeutige Stetigkeit. Ist 
S die perfecte Menge und T ihr Abbild, so ist zu zeigen, daB die 
Menge T abgeschlossen ist, und daB jeder ihrer Punkte ein Grenz- 
punkt ist. Ist nun erstens # ein Grenzpunkt von { und sind #,, 
&, t, . . . solche Punkte von T, die gegen t’ convergiren, so haben 
die entsprechenden Punkte s,, s,, 5, . . . einen Grenzpunkt s', der 
S angehôrt, und aus der Definition der Stetigkeit folgt unmittel- 
bar, daB auch #’ der Menge T angehôürt. Ist zweitens # ein Punkt 
von T und s der entsprechende, s0 ist s, da S perfect ist, Grenz- 
punkt einer Punktfolge s,, 5,, s, ...; ihr entspricht eine Punkt- 
folge £,, #,, t, . . . die nun notwendig { zum Grenzpunkt hat, so 
daf é dem Punkt s entspricht. Damit ist der Satz bewiesen. 

Sei jetzt T — |} eine beliebige ebene perfecte Menge, die 
ganz im Endlichen liegt, und sei c eine geschlossene Curve, inner- 
halb deren oder auf der jeder Punkt { von T liegt. Sei weiter 
m ein innerer Punkt von c, der nicht zu T gehôürt, so gehôürt 
zu m ein gewisser punktfreier rechteckiger Bereich, 
den ich hier zunächst definiren muf. 

Da m kein Punkt von T ist, und 7 eine perfecte Menge dar- 
stellt, so giebt es auch eine endliche Umgebung von m, die ganz 
innerhalb c liegt und nicht zu T gehôürt. Sei insbesondere 4, ein 
Kreis um #, dessen Inneres von Punkten { frei ist. Gehôren die 
Punkte der Peripherie dieses Kreises #4, ebenfalls nicht zu T7, so 
giebt es einen ihn umschliefenden Kreis #,, dessen Inneres eben- 
falls keinen Punkt #{ enthält, und diese Kreise haben eine Grenz- 
lage k, dessen Radius wir @ nennen wollen. Zu jedem Punkt m 
gehôürt auf diese Weise ein bestimmter Radius @ und es folgt be- 
reits, daB die untere Grenze der Werte @ für alle Punkte auf der 
Kreisperipherie & den Wert Null haben muf. Man beweist nun 
leicht, daB falls m,, m,, m, . .. eine Punktmenge mit der einen 
Häufungsstelle m»' bilden, so da8 6, 0, —@, . . . und lime, —0 
ist, der Punkt »' der Menge T angehürt. Daraus folgt alsdann 
weiter, da die Peripherie von 4 mindestens einen Punkt 
t enthält. Nunmehr nenne ich ep den Abstand des Punktes 
m von JT. 

Jetzt denke ich mir um ” ein beliebiges Quadrat q, dessen 
Inneres ebenfalls von Punkten t frei ist. Enthält der Umfang 
von g keinen Punkt von 7, so ist die untere Grenze von @ für 
alle Punkte des Umfangs nicht Null, und es giebt daher ein Qua- 
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drat q,, das g umschlieft, und dessen Inneres ebenfalls von Punk- 
ten é frei ist. Für die so bestimmten Quadrate q, 4, . .. giebt 
es wieder eine Grenzlage g', auf deren Umfang mindestens ein 
Punkt von T liegt, während das Innere noch frei von Punkten # 
ist. Es kann freilich das eben betrachtete Wachstum des Qua- 
drates qg auch dadurch einen Stillstand erfahren, daB es an die 
Curve c anstôBt. 

Ich nehme nun zunächst an, -daf nur eine Seite s, von g' ei- 
nen Punkt { enthält oder an c anstôBt, und zwar soll é ein inne- 
rer Punkt von s, sein, also kein Eckpunkt. Jetzt môge das Qua- 
drat so weiter wachsen, daf die Seite s, fest bleibt. Die drei 
übrigen Seiten sind alsdann noch von Punkten von T'frei, und 
zwar einschlieBlich der Eckpunkte, es giebt daher ein Quadrat 
g;, das g' umschlieft, so daB der durch s, abgeschnittene Teil in 
seinem Înnern von Punkten #{ frei ist. Diesen rechteckigen Teil 
bezeichne ich durch r,. Sind die drei beweglichen Seiten von r, 
selbst punktfrei, so giebt es für solche Rechtecke wieder eine 
Grenzlage r', von der Art, daB auf einer der drei beweglichen 
Seiten mindestens ein Punkt von 7 liegt, oder daB eine zweite 
Seite an c anstôBt. Ist s, die bezügliche Seite, so lassen wir jetzt 
das Rechteck in der Weise weiter wachsen, daB s, und 5, fest 
bleiben, während die beiden andern Seiten immer wieder einem 
Quadrat um » angehôren. Es wird dann auch die dritte und zu- 
letzt auch die vierte Seite fest, und wir erhalten so zu "” einen 
rechteckigen Bereich à, dessen Inneres von Punkten von T frei 
ist, während sein Umfang mindestens einen Punkt von T enthält. 

Es ist nun auch leicht, die oben gemachten Beschränkungen 
zu beseitigen. Werden nämlich zugleich mehrere Seiten fest, s0 
wird dadurch das Beweisverfahren nur abgekürzt, und zweitens 
bestimmen wir jetzt, daB, falls ein Punkt von é in eine Ecke von 
g' oder r' fällt, alsdann beide ihn enthaltenden Seiten fest werden. 

Sind insbesondere alle Punkte des Umfangs von c zugleich 
Punkte von 7, so enthält jede Seite von d mindestens einen Punkt 
von T'; auf dem Umfang von Ô giebt es also immer wenigstens 
zwei Punkte von 7. Ich bezeichne Ô als den zu m gehôri- 
gen punktfreien Bereich mit Bezug auf ci). 


1) Dieser Bereich hängt von der angenommenen Richtung der Quadratseiten 
ab. Er bildet das genaue Analogon der punktfreien Intervalle für die nirgends 
dichten linearen perfecten Mengen, und hat gleich diesen eine wichtige Bedeu- 
tung für die allgemeine Theorie der nirgends dichten perfecten Mengen. Hier- 
auf gedenke ich a. a. O. näher zurückzukommen. 
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b. Nach diesen Vorbereitungen gehe ich nunmehr zu dem 
Beweis des bezüglichen Satzes über. 

Sei Q das gegebene Quadrat in der xy-Ebene und seien 

Ë = pay) und y = w(xy) 

zwei für alle Punkte des Quadrats umkehrbar eindeutige und ste- 
tige Functionen, so daB jedem dieser Punkte (xy) ein Punkt (Er) 
entspricht und umgekehrt. Alsdann folgt zunächst, daB die Punkte 
(Ën) eine perfecte Menge bilden, die ich durch Z — 1e} be- 
zeichne. Weiter folgt aus dem Jordanschen Theorem, da8 dem 
Umfang w von Q eine geschlossene Bildcurve © entspricht. Sei 
nun z ein innerer Punkt des Quadrats und £ sein Bildpunkt, s0 
sieht man zunächst, daB alle Punkte £ entweder sämtlich auBer- 
halb oder sämtlich innerhalb von © liegen. Denn zwei innere 
Quadratpunkte 2, und z, kôünnen durch eine Gerade Z/ verbunden 
werden, die # nicht trifft, und das analoge ist für einen äuferen 
und inneren Punkt von © resp. für die zugehôrige Bildcurve 14 
nicht müglich. 

Môgen nun zunächst die Punkte £ nur innere Punkte von 
œ seien. Zieht man alsdann innerhalb des Quadrats eine Gerade 
1, die zwei Punkte a und b von w verbindet, den Umfang in die 
beiden Teile w, und w,, und die Quadratfläche f in die beiden 
Teile f, und f, zerlegt, so entsprechen den Punkten a, b und 
den Linien u,, u,, ! die Punkte «, B resp. die Bôgen ©,, ©, 
und À, wo À innerhalb von  liegt. Aus dem Jordanschen Theo- 
rem folgt alsdann, daB À mit w, und w, je eine geschlossene Curve 
bestimmt, und die in $ 3 abgeleitete Folgerung besagt weiter, 
daB die diesen Curven zugehôrigen Flächen œ, und , unter sich 
und zu y dieselbe Lage haben, wie f, und f, unter sich und zu f. 
Daraus läft sich nun auch folgern, daf jedem inneren Punkt von 
f, resp. f, ein innerer Punkt von , resp. w, entspricht, was mit 
dem vorstehenden noch nicht identisch ist. Sei nämlich z, ein in- 
nerer Punkt von f, und z, ein solcher von f,, so wird die Verbin- 
dungslinie z,#, auf w,, |, u, je einen Punkt ausschneïiden. Die Bild- 
curve, die durch 6, und €, geht, schneidet w,, À, ©, in den ent- 
sprechenden Punkten, und zwar sind & und 6, sowie À innere 
Punkte von w. Wegen der umkehrbaren Eindeutigkeit und Stetig- 
keit der Abbildung müssen aber diese Punkte in der nämlichen 
Ordnung auf einanderfolgen, wie die Punkte des Quadrats, und 
daraus folgt nun, daf £, innerer Punkt von w, und 6, innerer Punkt 
von &, ist. Das gleiche gilt für die Zerlegung des Quadrats, resp. 
der Fläche go in mehr als zwei Bestandteile, 
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6. Wir nehmen nun an, es kônne einen inneren Punkt w von 
œ geben, der der Punktmenge Z der Punkte (£y) — £ nicht an- 
gehôrt, und construiren um w einen bezüglichen punktfreien Be- 
reich 0. Jeder innere Punkt dieses Bereichs liegt dann notwen- 
dig auch innerhalb o, doch kann sein Umfang Punkte von w selbst 
enthalten. Seien zunächst auf 0 zwei Punkte £ enthalten, die 
innere Punkte von & sind, sie seien £, und £. Ihnen entspre- 
chen dann zwei innere Quadratpunkte z, und z,. Man lege durch 
sie zwei der Einfachheit halber paralle Geraden /, und !,, die in 
den Punkten a,, b,, resp. a,, b, des Quadrats endigen und das 
Quadrat in die Teilflächen f,, f', f, teilen môgen. Ihnen entspre- 
chen die Curvenbôgen 4: — «,6,B, und 4, — a, 6, B, und die durch 
sie bestimmten Teilflächen y,, æ', y. Man beweist nun leicht, daB 
jeder innere Punkt von Ô auch innerer Punkt von g' ist. Es ist 
nämlich £&, äuBerer Punkt von ®,, andrerseits läBt sich £, mit je- 
dem innern Punkt von Ô durch eine Gerade verbinden, die den 
Umfang von y, nicht trifft, woraus die Behauptung folgt. Ebenso 
zeigt man, daB jeder innere Punkt von à äuferer Punkt von w, 
ist; er mu also innerer Punkt von g' sein. Nun sei £/ ein inne- 
rer Punkt von f', so giebt. es durch ihn eine Gerade ! = a'b', 
die den Quadratumfang so trifft, daf a’ zwischen a, und a, und 
b' zwischen b, und b, liegt. Ihr entspricht eine Curve 4 — «’ 
innerhalb ', deren Punkte sämtlich der Punktmenge Z angehôüren. 
Diese Curve muB aber gemäB (3) die Gerade £,£, in einem von 
€, und £, verschiedenen Punkt treffen, und da diese Punkte nicht 
zur Menge Z gehôren, so führt die Existenz des Bereiches Ô resp. 
des Punktes w zu einem Widerspruch. 

Falls zweitens auf dem Umfang Ô nur ein innerer Punkt von 
œ liegt, so verfahren wir wie folgt. Sei wieder €, dieser innere 
Punkt und £ irgend ein Punkt des Umfangs von Ô, der der Curve 
œ angehôrt, ferner seien z, und z die entsprechenden Punkte des 
Quadrats. Legt man nun durch 2, die Gerade !, — a,2,b,, die 
f 80 in f, und f' teilt, daf z auf dem Umfang von f’ liegt, und 
zerfällt æ@ wieder in die entsprechenden Flächen y, und w', 80 
muB jetzt jeder innere Punkt von à äuBerer Punkt von ®,, also 
innerer Punkt von @' sein, was wieder daraus folgt, daB auch £ 
äuBerer Punkt von @, ist. Nimmt man dann in f' einen Punkt z' 
beliebig an, und zieht durch ibn ! — a'z'b' innerhalb f', so ent- 
steht für 4" — a'f' 8" der nämliche Widerspruch, wie im vorigen 
Fall. 

Ist endlich jeder Punkt £, der auf dem Umfang von à liegt, 
ein Punkt von æ, so giebt es immer mindestens zwei solcher 
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Punkte. Sind sie £, und £, und nehmen wir auf dem Quadratum- 
fang zwei Punkte 2’ und 2! so an, daB sie sich mit 2, und z, tren- 
nen, s0 schlieft man auch hier, daB der Geraden ! — z!'2/! keine 
Curve 4 — £'£" entsprechen kann, die nur Punkte € enthielte, da 
jede solche Curve innere Punkte von 0 enthalten müfte. 

Damit ist der Satz für den Fall vollständig bewiesen, daf 
kein Punkt von Z auBerhalb von « liegt. 


7. Es bleibt jetzt nur noch übrig nachzuweisen, daB die 
Müglichkeit, es sei kein Punkt von Z ein innerer Punkt von o, 
ausgeschlossen ist. Ist nämlich yw ein innerer Punkt von w, s0 
daf w nicht Punkt von Z' ist, so lege man eine Kugel, die die 
£n-Ebene in uw berührt und projicire die Punktmenge Z — 16} 
durch doppelte stereographische Projection auf die gegenüberlie- 
gende Tangentialebene. Dadurch müge jeder Punkt £ — (£y) in 
einen Punkt &' — (£'7') übergehen. Da alle Punkte (£y) im End- 
lichen liegen und nicht innerhalb o©, so sind jetzt auch £' und 9 
umkehrbar eindeutige und stetige Functionen von x und y. Da 
nun das Bild w' des Punktes w in den unendlichfernen Punkt der 
£'n'-Ebene fällt, der äuBerer Punkt für ©’ ist, so folgt leicht, daf 
alle Punkte (£'7') — £' dem Innern oder dem Umfang von w' an- 
gehüren. Nach dem vorstehenden Beweis muB also jetzt jeder 
innere Punkt von w' ein Bildpunkt des Quadrats sein, resp. zur 
Menge Z'— {6} gehôren. Es müfte also auch jeder äufere 
Punkt von w zur Menge Z gehôren, also auch der unendlichferne, 
was gegen die vorausgesetzte Stetigkeit der Beziehung verstüft. 
Damit ist der behauptete Satz in allen seinen Teilen bewiesen. 


8. Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes kann man nun auch 
leicht zeigen, da es unmôglichist, das Innereeines 
räumlichen oder auch#n-dimensionalen Würfels 
auf das Innere eines ebenen Flächenstücks u m- 
kehrbar eindeutig und stetig abzubilden. Der 
Beweis stützt sich auf das von Herrn Cantor bewiesene Theo- 
rem‘), daB die Menge der geschlossenen ebenen Flächen y, die man 
im Innern einer geschlossenen Fläche ® so anordnen kann, daf 
keine zwei Flächen g einen inneren Punkt gemein haben, stets 
abzählbar ist. Dieser Satz beruht seinerseits nur auf der That- 
sache, daf man jeder Fläche w, die von einer geschlossenen Curve 
x begrenzt wird, eine Flächenzahl zuweisen kann. Solche Flä- 
chenzahlen werden aber durch die obere Grenze der Klächenzah- 


1) Math. Ann. Bd. 20 p.117. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse, 1899, Heft 8. 21 
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len der Polygone P,, resp. durch die untere Grenze der Flächen- 
zahlen der Polygone Q, geliefert !). 

Nun sei w der Würfel und x die geschlossene Curve, die ein 
Flächenstück @ bestimmt. Sind wieder 

Ë = p(x,y,2) und n = w(x, y, 2) 

die Functionen, die der angenommenen umkehrbar eindeutigen und 
stetigen Abbildung entsprechen, so schneide man aus dem Würfel 
w durch eine Ebene z — z’ ein Quadrat q' heraus. Alsdann ent- 
sprechen den Punkten (x'y') dieses Quadrats gewisse Bildpunkte 
(£',n), deren Coordinaten umkehrbar eindeutige und stetige Func- 
tionen von x’ und y' sind. Aus dem oben bewiesenen Satz folgt 
daher jetzt, daB dem Quadrat g' ein einfach zusammenhängendes, 
von einer Curve x! begrenztes Flächenstück g' in der Weise ent- 
spricht, da jeder innere Punkt von x’ Bildpunkt eines inneren 
Punktes von g' ist, und umgekehrt. Ist qg” ein Quadrat, das durch 
die Ebene z — 2” aus w ausgeschnitten wird, so gehôürt dazu ein 
analoges Flächenstück @”. Diese Flächenstücke y’ und " haben 
nun wegen der Eindeutigkeit der Abbildung keinen Punkt gemein; 
sie liegen daher auBereinander, während zugleich jeder innere 
Punkt von æ' resp. y” zugleich innerer Punkt von @ ist. Die 
Menge der Quadrate g', g',..., die sich aus dem Würfel aus- 
schneiden lassen, hat aber die Mächtigkeit c des Continuums, 
während die Menge der Flächenstücke y, g"” ... nach dem Can- 
tor schen Theorem abzählbar sein müfte. Dies ist ein Wider- 
spruch und damit die vorausgesetzte Abbildung unmôglich. 

In derselben Weise läft sich die Unmôglichkeit der bezügli- 
chen Abbildung eines n-dimensionalen Würfels auf ein ebenes 
Flächenstück erweisen. 

Das vorstehende Beweïisverfahren ist der Verallgemeinerung 
auf beliebige Räume fähig. Z.B. ist es auf den R, ausdehnbar, 
sobald mau erwiesen hat, daB das räumliche umkehrbar eindeutige 
und stetige Abbild der Fläche eines Würfels in demselben Sinn 
eine geschlossene Oberfläche ist, wie das bezügliche Abbild des 
Quadrats eine geschlossene Curve liefert. Hierauf denke ich an 
andrer Stelle näher zurückzukommen. | 


1) Für den Beweis braucht man übrigens nicht zu wissen, ob beide Flächen- 
zablen identisch sind. 


Kônigsberg, December 1899. 
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Ueber die Robin’sche Methode 
zur Bestimmung des elektrostatischen Potentials. 


(Vorläufige Mitteilung.) 
Von 
Ernst Neumann in Halle. 


Mit einer Textfgur. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 13. Januar 1900. 


Der verstorbene franzüsische Mathematiker Robin gab im 
Jahre 1887 eine Methode an, für beliebige geschlossene Flächen 
das elektrostatische Potential zu bestimmen, d.h. eine Potential- 
funktion des äuBeren Raumes, welche auf der Fläche selber einen 
constanten Wert besitzt!}. Die Convergenz seines Verfahrens 
konnte Robin damals nur für überall convexe Flächen be- 
weisen, ebenso wie auch Carl Neumann ursprünglich nur. für 
convexe Gebiete die Convergenz seiner bekannten Methode des 
arithmetischen Mittels verbürgen konnte, welche die Funda- 
mentalfunktion für einen beliebigen Bereich aus ihren vorgeschrie- 
benen Randwerten herzustellen lehrt, und somit das Dirichlet’ 
sche Problem lüst. 

Ueberhaupt besteht zwischen der Robin’schen Methode und 
der C. Neumann’schen Methode des arithmetischen Mittels eine weit- 
gehende Analogie. Wie C. Neumann successive Potentiale von 
Doppelbelegungen der begrenzenden Fläche bildet, indem er zur 
Dichtigkeit (Moment) jeder folgenden Belegung, (abgesehen von 
einem Faktor) immer das arithmetische Mittel der (bekanntlich 


1) cf. Comptes rendus hebdomaires, Paris, tome 104, p. 1834. — Eine wol 
zuerst von Steckloff angegebene Erweiterung der Robin’schen Methode (cf. ebenda, 
tome 125, 1897, p. 1026) will ich im Folgenden unberücksichtigt lassen. 
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verschiedenen) Funktionswerte wählt, welche das Potential 
der vorhergehenden Belegung auf beiden Seiten der Fläche besitzt, 
so bildet Robin successive Potentiale von einfachen Belegungen 
der Fläche, derart daB er die Dichtigkeit jeder folgenden Bele- 
gung (abgesehen von einem Faktor) gleich dem arithmetischen 
Mittel der (bekanntlich verschiedenen) normalen Ableitungen 
setzt, die das Potential der 
vorhergehenden Belegung in 
inneren und äuferen Punk- 
ten besitzt. Robin bildet näm- 
lich seine aufeinanderfolgen- 
den Potentiale V‘"” ausgehend 
von einer beliebig auf der 
Fläche 6  vorgeschriebenen 
Funktion g, nach folgendem, 
an der Hand nebenstehender Figur wol leicht verständlichen, 
Schema : 


( 1 

1 oh LOT Ge TUE OS 
ne fn (ed fat 

1 
RS L , d6 1[/0V! oV' pes L ' ant 
= gfass aa)t(o)]E sf a 6 

1) 
1 


d=—= 
LOPR NOT NAS net 
; Se Ov }+( Ov )E% f: dv, mp 


LE ES Le 


? 


Diese so gebildeten Potentiale V® convergieren dann, sobald nur 
9546 + 0 ist, mit wachsendem n gegen das elektrostatische Potential 
— das ist der Satz von Robin. 


Was den Beweis dieses Satzes anlangt, so lehnt sich 
der ursprüngliche Robin’sche Beweis enge an den Neumann'schen 
Convergenzhbeweis in der Methode des arithmetischen Mittels an, 
und beschränkt sich, wie schon gesagt, wie dieser, auf den Fall 
convexer Flächen. — Das Gemeinsame, das Charakteristische dieser 
Beweise besteht darin, daf sie im Wesentlichen das Verhalten 
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der aufeinanderfolgenden Funktionen allein auf der begren- 
zenden Fläche verfolgen. 

Auf wesentlich anderem Wege hat dann in neuerer Zeit Poin- 
caré die Allgemeingültigkeit der Methode des arithmetischen Mit- 
tels, sowie auch der Robin’schen Methode, zu beweisen gesucht!). 
Er bedient sich dabei gewisser Integrale, die über den ganzen 
Innen- bezw. AuBenraum der Fläche hinerstreckt sind, 
und die ich glaube als Schwarz'sche Integrale bezeichnen 
zu müssen, da derartige Integrale meines Wissens zuerst in einer 
Arbeit von H. A. Schwarz auftreten?), wenn es auch das unbe- 
streitbare Verdienst von Poincaré ist, sie in die Theorie der Po- 
tentialgleichung eingeführt zu haben. — Es ist auf diesem Wege 
Poincaré gelungen, die Convergenz der Methode des arithmetischen 
Mittels sowie der Robin’schen Methode für einfach zusammenhän- 
gende Bereiche unter sehr weiten Voraussetzungen über die be- 
grenzende Fläche zu beweisen. 

So dankenswert dieses Resultat auch ist — beim Studium 
der Poincaré’schen Arbeit wird man sich des Eindrucks nicht 
erwehren kônnen, daB der eingeschlagene Weg noch immer einen 
gewaltigen Umweg darstellt. — Wenn Poincaré beim Convergenz- 
beweise in der Methode des arithmetischen Mittels das Dirichlet 
sche Princip von vornherein als gelôst annimmt, wenn er eine 
Transformation des Raumes benutzt, bei welcher die will- 
kürlich gegebene Fläche in eine Kugelfläche übergeht, wenn er 
dann weiter Kugelfunktionen anwendet, und wenn endlich 
gar sein Schüler Le Roy, um die Gültigkeit der Methode des 
arithmetischen Mittels auch für mehrfach zusammenhängende Be- 
reiche zu beweisen, sogar von den Poincaré’schen Funda- 
mentalfunktionen (Normalfunktionen) Gebrauch macht#), so 
sind damit doch wol Dinge zum Beweise herangezogen, deren 
Zubhilfenahme — nach Lage der Dinge heute zwar unvermeidlich — 
doch nicht in der Natur der Sache begründet ist, und die schwer- 
lich zum Beweise einer so elementaren Wahrheit unentbehrlich 
sein dürften. 

DemgemäB habe ich mich seit mehreren Jahren damit beschäf- 
tigt, die Convergenzhbeweise in der Methode des arithmetischen 


1) H. Poincaré: La méthode de Neumann et le problème de Dirichlet. Acta 


mathematica, Bd. 20, 1897, p. 59. 
2) H. A. Schwarz: Ueber ein die Flächen kleinsten Inhalts betreffendes Pro- 
blem der Variationsrechnung. Zweiter Teil. — Gesammelte Abhandlungen Bd. I, p.241. 
8) Le Roy: Sur l'intégration des équations de la chaleur. Deuxième partie. 
— Annales de l’école normale supérieure, tome 15, 1898, daselbst p. 93—100. 
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Mittels nach Môglichkeit zu vereinfachen; ich habe dabei nach ein- 
ander über die beiden angegebenen Richtungen, die ursprünglich 
von C. Neumann und die dann später von Poincaré verfolgte, 
nähere Untersuchungen angestellt, deren Resultate ich freilich 
einer ausführlicheren Publication vorbehalten muf. 

Erst später habe ieh dann meine Methoden auch auf das 
Robin’sche Verfahren angewandt, und hierüber will ich mir er- 
lauben im Folgenden einige kurze-Mitteilungen zu machen. Hier 
nämlich führen die Methoden schneller zu einem greifbaren Re- 
sultat, daB nämlich der Robin’sche Satz ganz allgemein 
gültig ist, sobald nur die betrachtete Fläche gewissen sehr 
weiten Voraussetzungen genügt, und zwar vermeidet der auseinan- 
derzusetzende Beweis, im Gegensatz zu dem Poincaré’schen, die An- 
wendung des Dirichlet’schen Princips, sowie der Poincaré’schen Trans- 
formation des Raumes und ähnlich fernliegender Hilfsmittel, nimmt 
auch keine Rücksicht auf die Art des Zusammenhanges der Fläche. 


$ 1. Die Schwarz'schen Integrale und ihre 
Verallgemeinerung. 


Wir bilden auf Grund der in dem Formelsystem 1) angege- 
gebenen Funktionen V‘ die folgenden Integrale : 


op® à ya oV® à y® o7® 0 pa 
= [ÉE | 
3 


0x. 6x * ôy y 0x  Ôz 
2) 


10 op® op® op” oy® opw o7® 
nt au y La de 


das eine Mal hinerstreckt über alle Elemente dr des Raumes $ 
innerhalb, das andere Mal des Raumes A auBerhalb der gegebenen 
Fläche 6. 

Solche Integrale wollen wir alsdann kurz als Schwarz'sche 
Integrale bezeichnen, weil sie nach Analogie der von Schwarz 
in der oben citierten Arbeit eingeführten Integrale gebildet sind. 
— Mit diesen haben sie auch die überaus merkwürdige Eigen- 
schaft gemein, nur von der Summe der Indices x und À 
abzuhängen, sodass z. B. 


Lys + L, à und L, 12 = L,,; 


ist. DemgemäB kann man diese Integrale auch kürzer mit einem 
einzigen Index x+ À schreiben z. B. 


2") Le = Lund Le = Low 
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Von diesen so eingeführten Integralen L'® und L‘ läft sich 
dann eine Anzahl einfacher Eigenschaften beweisen, und zwar 
ergeben sich diese analog, wie Poincaré sie in seiner Abhandlung 
über die Methode des arithmetischen Mittels für die dort auftreten- 
den Schwarz'schen Integrale (J, und J') ableitet. — Uns interes- 
siert hier vornehmlich die Eigenschaft, daB die Integrale mit 

8) geradem Index, also die Integrale von der Form L°"” und L° 
| mit wachsendem Index dauernd abnehmen, ohne jedoch jemals 
negativ werden zu kônnen, da sich bei ihnen der Integrand als 
Quadratsumme darstellen läft. — Es müssen sich diese Integrale 
L® und ZL®” demnach bestimmten Grenzwerten nähern, oder anders 
ausgedrückt: Æs lassen sich durch Vergrülierung von n bei beliebigem 

q die Differenzen 


4) LO® _ Lo  ynd Le — Leo 


unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabdrücken. — 

Diese Schwarz'schen Integrale sind nun noch einer weiten 
Verallgemeinerung fähig. Um hierauf näher einzugehn, 
stellen wir neben dem Formelsystem 1) noch ein zweites 
System solcher Robin’scher Potentiale auf; wie wir 
nämlich dort, ausgehend von einer Oberflächenfunktion g,, die Po- 
tentiale V‘ bildeten, so bilden wir jetzt, ausgehend von einer 
beliebigen anderen Funktion g,, successive entsprechende 
Potentiale, die wir mit #°® bezeichnen wollen, und bilden sodann 
weiter vermittelst der von einander gänzlich unabhängigen Funk- 
tionen V" und 8 die folgenden Raumintegrale : 


#) (t) oP® 0m o7® 080 
M, = f(Z CPE) LA DA) Jde, 


où 6x |‘ ôy ôy ‘ os  Ôs 


Ôx 0x dy  Ôy Oz de 


x 4) @ 
y [ 07% 0989 07% 080 07% 08 ] #B 
x 


— das erste wieder hinerstreckt über den ganzen Innen-, das 
zweite über den ganzen Aufenraum der Fläche & — also Inte- 
grale, welche in die Schwarz’schen Integrale L, , und L,r über- 
gehn, sobald die beiden Funktionen g, und g, und demgemäf auch 
die Potentiale V‘" und $#® mit einander identisch sind, und die 
wir daher wol als ,veraligemeinerte Schwarz'sche Inte- 
grale“ bezeichnen dürfen. 

Eine nähere Untersuchung lehrt nun das hôchst merkwürdige 
Resultat, daB auch noch diese verallgemeinerten Integrale nicht 
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von den Einzelwerten der Indices x und f, sondern lediglich 
von der Summe x+Ï abhängen, soda wir also wieder kürzer 


5!) Mr = M und M, = M 


setzen dürfen. — Doch auch noch in mancher anderen Hinsicht zei- 
gen diese verallgemeinerten Integrale M‘ und M° ein ganz 
ähnliches Verhalten, wie die speciellen Schwarz’schen Integrale 
L® und L®; so läft sich z. B. leicht zeigen, daB auch sie sich, 
wenn wir # als gerade oder aber auch als ungerade Zahl immer 
grôüBer werden lassen, bestimmten Grenzwerten nähern. 

Doch uns interessieren hier weniger diese Integrale M‘ und 
M in ihrer allgemeinsten Form, als vielmehr gewisse Special- 
fälle von ihnen, die wir erhalten, wenn wir über eine der beiden, 
vorläufig willkürlich gegebenen, Oberflächenfunktionen g und g eine 
speciellere Annahme machen. 


8 2. Einführung einer Specialisierung. 


Wir markieren einen beliebigen Punkt : im Innern der 
Fläche 6, bezw. einen Punkt « im Raume auBerhalb, und verstehen 
alsdann unter der Oberflächenfunktion g die normale Ableitung 
der reciproken Entfernung von à bezw. von a, setzen also 


31 ai 
Ed bezw. — Ta 
8. Ov É Ov. ‘ 


s C2 


Die diesen Funktionen entsprechenden Robin’schen Potentiale, die 
Funktionen also, welche an die Stelle der $‘ treten, wollen wir 
dann mit V® bezeichnen, wie wir überhaupt den vorliegenden Spe- 
cialfall durch griechische Buchstaben markieren wollen, denen wir 
dann noch zur näheren Unterscheidung den unteren Index & bezw. 
a beïfügen werden. Wir bezeichnen demgemäss die diesem Falle 
entsprechenden Schwarz’schen Integrale L‘” und L‘ d.h. die Inte- 
grale 2), wenn wir darin die V’s durch die V's ersetzen, mit 
A®, A® bezw. A®, A°, und weiter die verallgemeinerten Schwarz’ 
schen Integrale M und M, d. h. die Integrale 5), wenn wir 
darin die 8's durch die V’s ersetzen, mit Mt”, M® bezw. M®, Me, 

Die Integrale À hängen dann, aufer natürlich von der Be- 
schaffenheit der ein für alle Mal fest gegebenen Fläche 0, lediglich 
ab von der Lage des Punktes à bezw. a, sind also, wenn man s0 
sagen darf, rein geometrischer Natur, während die Integrale M 
aufer von der Lage des Punktes à bezw. « auch noch zweitens 
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von den Potentialen V‘ und damit indirekt von der willkürlich 
gegebenen Oberflächenfunktion g, abhängen. — Ueber die Art 
dieser doppelten Abhängigkeit erhalten wir näheren Aufschluf 
durch Anwendung der bekannten Green’schen Sätze, die uns die 
folgenden beiden überaus wichtigen Formeln liefern. 


6) + (M «) 6 Me) 2 put LÉ M 5 5" M ui) = pet — A 


d. h. die aus unseren verallgemeinerten Schwarz’schen Integralen gebil- 
deten Summen M + M und M®+M stelen bis auf den Faktor 
4x die Summe, bezw. Differenz der im Punkte à, bezw. a vorhan- 
denen Werte zweier aufeinanderfolgender Robin'scher 
Potentiale dar. 

Damit ist also ein direkter Zusammenhang zwischen den 
Funktionswerten der Robin’schen Potentiale und den zugehôrigen 
Schwarz'schen Integralen ermittelt. — Allerdings treten hier nur 
die verallgemeinerten Integrale M auf, doch läBt sich jetzt 
auch leicht ein Zusammenhang mit den speciellen Integralen L 
angeben; allerdings wird dieser nicht mebr durch Gleichungen, 
sondern durch Ungleichungen dargestellt — Wir gelangen 
zu ibm wol am einfachsten, wenn wir in das Integral 


3 L] 2 
: LC 
g+al\ 07 y É 
dasselbe hinerstreckt über den ganzen Innen- und Aufenraum 


der Fläche 6, die Function F — «V“*-”+$8V' einführen. Dadurch 
geht es in 


(LE 2 Lo?) On (M + M) + p° (A'+N), bezw. in 
P (LL) 90f (M®+M®)+ 8 (A+ À) 
über, also in quadratische Formen von « und B, die ihrer Ent- 


stehungsweise nach definit positiv sind. Es müssen mithin ihre 
Discriminanten positiv sein, oder es muf 


(M pad M} - (A, +) (LORS 0) und 
(M Mi) — (A! +A) ( Le»? Een) 
sein; d. i. aber nach 6): 


(À ne ri = (5) (N, + \) (Le + Le") und 
"4 


4 
8) n+1) (n)\9 QC "LA" (2n—9) JT (An—9) 
(Fà F5 14e ) < 4x (A +A,) (L + L ). 


(B 


ur 
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Die hier auftretenden Grôfen A’+A und A'+N! sind nun, 
wie schon oben bemerkt wurde, lediglich abhängig von der Lage 
des Punktes à: bezw. a, und zwar läBt sich unter der Bedingung, daB 
die vorgelegte Fläche 6 überall eine bestimmte Tan- 
gentialebene und eine stetige Krümmung (d.h. zwei von 
0 verschiedene Hauptkrümmungsradien) besitzt, beweisen, daB diese 
Ausdrücke stetige Funktionen der Lage des Punktes : bezw. a sind 
und sogar auch noch stetig bleiben, wenn dieser Punkt in die Fläche o 
selber hineinrückt. Es werden somit die Werte von A°+N' und 
N! + AN! jedenfalls eine gewisse endliche GrôBe nicht überschreiten 
kônnen. — Bezeichnen wir nun den grôfiten Wert, dessen jene 


9) Funktionen fähig sind, mit (4x) 4”, so folgt aus 8) a fortiori: 


(Fe se po): < À! ( Le L Le) 
(Re nu és à < A ( Le + À Pinot à 


wo À eine gewisse Constante bedeutet; und zwar gelten diese 
Formeln für alle innern bezw. äuferen Punkte der Fläche 6, jedes- 
mal mit EinschluB der Punkte auf 6 selber. 

Die in diesen Formeln 10) gewonnene Beziehung zwischen 
Funktionswerten und Schwarz'schen Integralen stellt 
den eigentlichen Kernpunkt des hier auseinanderzusetzenden 
Beweisganges dar. — Sie findet sich ganz analog wieder in der 
Methode des arithmetischen Mittels; natürlich sind dort die Robin’ 
schen einfachen Potentiale V'® zu ersetzen durch die C. Neumann’ 
schen Doppelpotentiale W‘, und demgemäB auch die Integrale 
L® und ZL® durch gewisse andere Schwarz’sche Integrale (die bei 
Poincaré mit J, und J' bezeichnet sind). — Die sich dann 
ergebenden, den Formeln 10) analogen Relationen 
sind es, welche auch den Poincaré’schen Beweis für 
die Allgemeingültigkeit der Methode des arithme- 
tischen Mittels wesentlich vereinfachen. 


10) 


$ 3. Der Convergenzbeweis für die 
Robin’sche Methode. 


Wenn wir nun zum eigentlichen Beweise des Robin’schen 
Satzes übergehn wollen, so thun wir freilich gut daran, nicht 
direkt an diese einfachste Form 10) der Beziehungen zwischen 
Funktionswerten und Schwarz'schen Integralen anzuknüpfen, son- 
dern uns zunächst andere ähnliche Relationen abzuleiten. — Zu 
diesem Zweck bilden wir das Integral 7) mit Bezug auf die Funk- 
tion F = a(V®?— Ve #%)+8V', wodurch es wieder in eine de- 
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finit positive quadratische Form von « und # übergeht. Es ist 
somit auch wieder die Discriminante positiv, oder aber es ist: 


(M GE M“ [M (+39 se Me+)])" 
22 (A; LE N°) ( Los + Te» _ 9 [ Los-1h0 + Lost] + Lon-240 + Lo-1+4) 
bezw. (MS + M — [Me + Mono) 
< (\! Le N!) ( Len-2 + Le? —9 [ Le3H9 We L'#®) + Le60 + L'1#0) 


und daraus folgt weiter nach 3), 6) und 9), daf umsomehr 


([ l'AS + y] de. [ pee + pet]) < À? ([ Le Lee] L PE} 
([ pete É y] A [ poto _ y +29])° < À! ([ Le Lie ph [Le Le 29)]) 


ist, und zwar gelten diese Relationen, ebenso wie die Ungleichungen 
10), für alle inneren bezw. äuBeren Punkte, jedesmal mit Ein- 
schluB der Punkte s auf der Fläche © selber. Für diese Punkte 
s auf 6 gelten also beide Ungleichungen gleichzeitig, 
und es folgt somit unter Zuhilfenahme der Eigenschaft 4) der 
Schwarz’schen Integrale, daB sich durch VergrôBerung von n die 
beiden Ausdrücke : 


[y = 771 nE Léa + pete] und [7 es PTE 4 [ pero ‘2 ve] 


gleichzeitig, absolut genommen, unter jeden beliebigen Kleinheïits- 
grad herabdrücken lassen. — Das Gleiche gilt demnach auch von 
dem arithmetischen Mittel beider Ausdrücke, d. h. von V—p#, 

Wenn sich aber die Oberflächenwerte (darunter die 
extremen Werte) des Potentials V®—V"#*? durch VergrôBerung 
von # unter jeden Kleinheitsgrad herabdrücken lassen, so müssen 
dies überhaupt alle Werte im ganzen unendlichen Raum thun. — 
Dieses vorläufige Resultat unserer Ueberlegungen kôünnen 
wir aber, da wir die Zahl q ganz beliebig annehmen dürfen, etwas 
anders auch so aussprechen: Die Robin’schen Potentiale 
V® (vgl. 1)) mit geradem und ebenso die mit ungeradem 
Index n nähern sich mit wachsendem Index in allen 
Punktenp des ganzenunendlichen Raumes gleichmäBig 
je einer Convergenzfunktion. — Diese beiden Convergenz- 
funktionen gilt es nun noch näher zu untersuchen. 

Zunächst bemerken wir zu diesem Zweck, daB die Ober- 
flächenwerte V® der aufeinanderfolgenden Robin'schen Poten- 
tiale in einfacher Weise mit einander zusammenhängen; es gilt 
nämlich, wie hier freilich nicht näher ausgeführt werden kann, 
allgemein die folgende Relation: 
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oder es bestehen in der C. Neumann’schen Bezeichnungsweise die 
folgenden Beziehungen: 


1 1 7 1 û 
= fra, v= fra... 


allgemein : 
1 
{CI (n—1) 
po = De [Vie 


oder in Worten ausgedrückt: Die Oberflächenwerte der Robin’schen 
Potentiale sind aufeinanderfolgende Neumann’sche Funktionen!). 

Von solchen Neumann’schen Funktionen (N. selber bezeichnet 
sie immer mit f,f',f”,...) läft sich nun aber der folgende Hilfs- 
satz beweisen: Convergieren alle Funktionen f® mit geradem und 
ebenso alle mit ungeradem Index n gleichmäfig gegen bestimmte Funk- 
fionen, so sind diese beiden Convergenefunktionen notwendig einander 
gleich und zwar gleich einer Constanten. 

Die Bedingungen dieses Satzes sind aber im vorliegenden 
Falle erfüllt. Wir wissen von den Neumann’schen Funktionen 
V®, daB sowohl die von der Form V®”, als auch die von der Form 
PV? mit wachsendem Index gleichmäfig gegen je eine bestimmte 
Funktion convergieren. — Das ist aber nach obigem Satze nur müg- 
lich, wenn die sämtlichen Funktionen V'” gegen eine Constante 
T° convergieren. — Von dieser Constanten T° läfit sich dann noch 
leicht zeigen, da sie sicher von Null verschieden ist, sobald nur 


Se do + O ist. Es convergieren also in diesem Falle die Robin’ 
schen Potentiale V® auf der Oberfläche 6 und daher auch 
innerhalb 6 gegen eine von Null verschiedene Constante l'und 
auBerhalb der Fläche 6 gegen eine gewisse Funktion II, von 
der sich nachweïsen läft, daB auch sie noch, wie die sämtlichen 
V's selber, den Potentialbedingungen genügt, und mit dem Rand- 
werte l'in stetiger Weise zusammenhängt, d. h. diese Convergenzfunk- 
tion II im Raume auferhalb der Flüäche 6 stellt das elektrostatische 
Potential und die Constante T' den zugehôrigen inneren Potentialwert 
dar, oder aber, wir haben unter den obigen Bedingungen (B) den 


1) Vgl. Carl Neumann: Ueber die Methode des arithmetischen Mittels I, 
Abhandlungen der Kgl. sächs. Gesellschaft der Wissenschaften, Bd. XIII, 1887, 
p.752, oder auch: Untersuchungen über das logarithmische und Newton’sche 
Potential. Leipzig bei Teubner. 1877. p. 179. 
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Robin'schen Satz bewiesen, daB die aufeinanderfolgenden Robin’schen 
Potentiale V‘ (vgl. 1)) mit wachsendem n gegen das elektro- 
statische Potential convergieren, sobald nur Jo, d6 4 0 ist. 


$ 4 Schlufbemerkung. 


Eine Frage ist bei den obigen Ausführungen gänzlich offen 
geblieben: ob sich nämlich, wie die Funktionen V*, so auch noch 
ihre Convergenzfunktion 11, das elektrostatische Potential, stets 
wirklich als Potential einer einfachen Oberflächenbele- 
gung darstellen läft, oder anders ausgedrückt: ob, wie die 
Potentiale, so auch die Dichtigkeiten der successiven Bele- 
gungen (d.s. die Funktionen g‘” des Formelsystems 1)) mit wach- 
sendem »* gegen eine bestimmte Funktion convergieren. 

Für convexe Flächen hat Robin selber diese Frage beant- 
wortet und zwar in bejahendem Sinne; auch unterliegt es nach 
den Untersuchungen des russischen Mathematikers Liapounoff!) 
wol keinem Zweifel mehr, da sie ganz allgemein bejahend zu 
beantworten ist. Doch stützt sich Liapounoff bei seiner Beweis- 
führung auf das sogenannte ,Neumann’sche Princip“, das er der 
citierten Poincaré’schen Arbeit entlehnt. Dadurch zieht er also 
indirekt zur Beantwortung der aufgeworfenen Frage die oben an- 
gegebenen Poincaré’schen Hilfsmittel heran, auf deren Vermeidung 
im obigen Beweise ich gerade den grôfiten Wert lege. — Frei- 
lich bin ich ohne Anwendung jener Mittel auch diese Frage zu 
beantworten einstweilen nicht in der Lage. 

Mir scheint jedoch der Punkt einer besonderen Aufmerksam- 
keit wert zu sein, da seine endgültige Erledigung auch in den 
Untersuchungen über die Methode des arithmetischen Mittels einen 
groBen Schritt vorwärts bedeuten würde. 


1) A. Liapounoff: Sur certaines questions qui se rattachent au problème de 
Dirichlet. — Journal de mathématiques pures et appliquées (Liouville’s Journal). 
1898. p. 241. 
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Bemerkungen über die Theorie der sogenannten 
thermomagnetischen Wirkungen. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Februar 1900. 


In der Sitzung vom 30. April 1898 habe ich eine Abhand- 
lung’) ,Thermodynamisches zu den Wechselbeziehungen zwischen 
Galvanismus und Wärme“ vorgelegt, in der ich, anschliefend an 
eine ältere Arbeit ?) von mir, auch die Theorie der sogenannten 
thermomagnetischen und galvanomagnetischen Vorgänge behandle. 

Die Beobachtungen lassen schlieñen, da8 bei diesen merkwür- 
digen und complicirten Erscheinungen im allgemeinen zwei Wir- 
kungen von verschiedenem Charakter sich superponiren, eine im 
thermodynamischen Sinne umkehrbare und eine nicht um- 
kehrbare. Bezieht man den Vorgang auf ein Coordinatensystem, 
dessen Z-Axe mit der Richtung der wirkenden magnetischen Feld- 
stärke R zusammenfällt, und bezeichnet man mit X,, Y,, Z die 
Componenten der durch ein Temperaturgefälle mit den Compo- 
nenten T,=— ÔT/ôx, T,— ÔT/0y, T, — ÔT/0+ erregten electro- 
motorischen Kraft, mit U,, $#,, @, diejenigen der durch einen elec- 
trischen Strom mit den Componenten u, v, w erregten convectiven 
Wärmestrômung, so ist der Ausdruck der umkehrbaren Wir- 
kung das Formelsystem (61), (62) der frühern Arbeit: 


X,=—@,RT, Y,—+@,RT, Z,=0, 


à U, = —@,RTv, 8, = +@,RTu, D, = 0, 


= 


1) W. Voigt, Gôtt. Naëhr. 1898, p. 118. 


2) W. Voigt, ib. 1895, p. 186. 
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dagegen der Ausdruck der nicht umkehrbaren Wirkung das 
System (63), (64): 


X! = -»@'RT, Y! = +v@RT, Z!— 0, 


2 
) U = +v0'RTv, 8! = —»@ RTu, B! — 0. 


Hierin bedeutet ©, eine der Substanz des Kôrpers individuelle 
Function der Temperatur, die vielleicht etwas mit der Feldstärke 
R varürt; v ist ein Parameter der dem Rotationscoefficienten des 
Hall-Effectes parallel geht, insofern die Formeln (2) eine Drehung 
der thermoelectrischen Kraft und der convectiven Wärmestrômung 
durch die Einwirkung des Magnetfeldes ausdrücken; @' — d@/aT 
ist eine zweite der Substanz individuelle Function der Temperatur, 
die mit den Componenten X, Y, Z der gewühnlichen thermoelec- 
trischen Kraft in der Beziehung (44) steht 


3) X=O0T, Y=OT, Z= OT, 


und gleichzeitig die Componenten u, t, tv der gewôhnlichen con- 
vectiven Wärmestrômung, die sich als Thomson-Wärme äubert, 
nach (53) folgendermañen bestimmt : 


u = u®D, v = v®D, 1 = wo, 


Ë D — @— TO. 


Die von W. Thomson eingeführte ,specifische Wärme der 
Electricität“ 6, drückt sich bei Benutzung mechanischer Einheiten 
nach (54) durch @’ aus gemäB der Formel 


5) 6, = dD}dT — — T4@'|àT — — Td OA T?. 


Die Anwendung dieser Formeln auf die von den Herren von 
Ettinghausen und Nernst!) für Wismuth und Wismuthlegierungen 
erhaltenen Resultate zeigt, da bei jenen Kôrpern der umkehrbare 
Effect weit kleiner ist, als der nicht umkehrbare und wahrschein- 
lich vernachlässigt werden kann. Von dem Coefficienten » wird 
vermuthet, daB er mit dem analogen Factor w des Hall-Effectes 
identisch wäre, und es wird gezeigt, da diese Vermuthung bei 
Wismuth durch die Beobachtung nahezu bestästigt wird. 

Bei der Bearbeitung dieser Theorie für die Annalen ist die 
ganze Vergleichung mit der Beobachtung beseitigt worden, weil 
inzwischen die ersten Messungen des Herrn van Everdingen publi- 
cirt worden waren, welche zum Theil mit den früheren Resul- 


1) A. v. Ettinghausen und W. Nernst, Wied. Ann. 83, 475, 1888. 
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taten im Widerspruch standen und zugleich die Aussicht auf eine 
allseitige Prüfung der Theorie erôffneten. — 

Am 15. Januar dieses Jahres ist der Pariser Academie eine 
Arbeit von Herrn Moreau über den thermomagnetischen Effect 
vorgelegt worden, die in einem eigenthümlichen Zusammenhang 
mit meinen, Herrn Moreau unbekannten Entwickelungen steht. 

Herr Moreau definirt einen Parameter 6 durch die Beziehung 


AV: VO VAt 


6) er, 


für das thermoelectrische Potentialgefälle, resp. die thermoelec- 
trische Kraft X — —4V/4x, macht die Annahme einer Hall-Dre- 
hung dieser Kraft im Magnetfelde und kommt so bezüglich des 
Parameters À des thermomagnetischen Effectes zu dem Werth 


7) K = oc], 


wobei c/e den Drehungscoefficienten des Hall-Effectes darstellt. 
K steht dabei an derselben Stelle, die in den Formeln (2) das 
Product —v®’ einnimmt, c/@ ist mit dem identisch, was ich w ge- 
nannt habe, die Vergleichung von (3) und (6) zeigt überdies, daf 
— @’ bei mir in derselben Weise definirt ist, wie 6 bei Herrn Mo- 
reau; hieraus folgt, daB der Ansatz des Herrn Moreau 
für den thermomagnetischen Effect sich von dem 
von mir gemachten nicht unterscheidet. 

Ein Unterschied liegt aber in der beiderseitig gemachten Ver- 
wendung vor. Herr Moreau identificirt seinen Factor 6 mit der 
W. Thomsonschen ,specifischen Wärme der Electricität“ 6,. Dies 
ist allgemein nicht richtig, denn diese letztere Grôfe ist nach (5) 
nicht durch —©@", sondern durch —74O'/dT gegeben. Beachtet 
man, da® die Beobachtungen über die thermoelectrische Kraft 
P,, — @,—-0, der Combination zweier Metalle À und sich ange- 
nähert durch Functionen zweiten Grades für die © darstellen 
lassen, und setzt demgemäf 


= l+mT+inT 
so erhält man 
G— —© — —(m+nT), 06, = — TdO'JaT = —-nT. 


o und 6, unterscheiden sich hiernach nur um die Constante "”, 
und die Vertauschung beider GrüBen durch Herrn Moreau kommt 
darauf heraus, daB er m neben »T vernachlässigt. Dies ist nun 
zwar nach den vorliegenden Beobachtungen keineswegs innerhalb 
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der Beobachtungsfehler zulässig; indessen sind im allgemeinen 
m und #T von derselben GrôBenordnung, sodaB das Fortlassen 
von » neben nT die Grôfenordnung von 6 nicht ändert. Bei der 
groBen Unsicherheit der in Betracht kommenden Zahlen wird man, 
so lang es sich nur um Fragen der Grôfenordnung handelt, gegen 
ein solches Verfahren, nichts Erhebliches einwenden; es erscheint 
dann aber die überraschende Uebereinstimmung der Theorie mit 
der Beobachtung, die Herr Moreau bei einigen Metallen findet, 
als einigermafien zufällig, und eine exacte Prüfung der Theorie 
wird den Unterschied zwischen 6 und 6, in Betracht ziehen müssen. 

An sich scheint es mir nicht wahrscheinlich, da die ther- 
momagnetischen Wirkungen allein von den beiden Constanten des 
Hall- und des Thomson-Effectes abhängen sollten. Alle neueren 
Beobachter sind z. B. darüber einig, daB bei ihnen die Drehung 
der Isothermen im Magnetfelde, auf die auch ich bei einer spä- 
teren Gelegenheit Rücksicht genommen habe, und die mit jenen 
beiden Effecten nicht zusammenzuhängen scheint, eine bedeutungs- 
volle Rolle spielt. 

Sollte sich die Moreau’sche Formel (7) weitgehend bestätigen, 
so würde sie für die Theorie der betreffenden Vorgänge eine sebr 
wichtige Directive bieten. Ein Widerspruch mit den von mir ge- 
machten Ansätzen wäre durch ein solches Resultat übrigens noch 
nicht nothwendig gegeben, da der Ausdruck (1) für den umkehr- 
baren Antheil der electromotorischen Kraft noch eine verfügbare 
Function @, enthält Man gelangt direct zu der Moreau’schen 
Formel, wenn man diese Function gleich T° d(@’/T) dT annimmt, 
was natürlich der näheren Begründung bedürfte. Der andere sich 
bietende Ausweg, nicht die ganze thermoelectrische Kraft, son- 
dern nur einen Theil durch die Wirkung des Magnetfeldes ge- 
dacht anzunehmen und demgemäf in (2) @’ mit T4 @'/dT zu ver- 
tauschen, die umkehrbare Wirkung (1) aber zu vernachlässigen, 
erscheint wenig empfehlenswerth. 


Gôttingen, Februar 1900. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasse. 1899, Heft 5. 22 
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Ueber die Bewegung eines Punktsystemes bei 
Bedingungsungleichungen. 


Von 
E. Zermelo. 


Vorgelegt von D. Hilbert durch den vorsitzenden Secretär in der Sitzung 
vom 3. Februar. 


In seinem Vortrage vom 3. Juli v. J. behandelt Herr A. Mayer 
(Berichte d. k. Sächs. Ges. d. Wissensch. z. Leipzig 1899, S. 224 —244) 
im Anschluf an eine ältere Arbeit von Ostrogradski (1834) 
das Problem, die Differentialgleichungen für die Bewegung eines 
reibungslosen Punktsystemes aufzustellen, das Bedingungsun- 
gleichungen unterworfen ist. Hier giebt er eine Methode, in jedem 
solchen Falle mit Hilfe des GauB'’schen ,Princips des kleinsten 
Zwanges“ die Beschleunigungen aller Punkte zu finden, wenn ibre 
augenblicklichen Lagen und Geschwindigkeiten gegeben sind. Doch 
ist diese Methode nur eine indirekte: es sind immer eine Anzahl 
von Fällen zu unterscheiden, je nach deren Eintreten die Schluf- 
* formeln verschieden ausfallen; welcher dieser Fälle aber gerade 
verwirklicht ist, kann im Allgemeinen erst aus dem Resultate 
entschieden werden, sodaB in der Regel immer erst eine Reïhe 
von Ansätzen durchprobirt werden mu, bevor man einen findet, 
der allen Bedingungen genügt. Bei diesem Verfahren bedarf es 
indessen noch des Nachweïses, daB eine solche Lüsung immer existirt 
und die einzige ist, damit man überzeugt sein kann, daf das 
GauBsche Prinzip zur Bestimmung der wirklichen Bewegung auch 
ausreicht. Dieser Eindeutigkeitsbeweis, der von Herrn A. Mayer 
nur für die einfachsten Fälle gegeben wird, in denen nicht mehr als 
zwei Bedingungsungleichungen in Betracht kommen (a. a. O. S. 237), 
ist der Gegenstand meïner vorliegenden Mitteilung, und gelingt 
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sehr leicht auf Grund der Bemerkung, auf deren Wichtigkeit ich 
durch Herrn Prof. Hilbert aufmerksam gemacht wurde, daB die 
Nebenbedingungen des Minimumsproblems in Bezug auf die Un- 
bekannten, die Beschleunigungen, sämtlich linear sind. 

Die Coordinaten aller Punkte des Systemes bezeichnen wir 
der Reiïhe nach mit z,,x,,...x,, die zugehürigen Massen mit 
m,, M,,...m, und die entsprechenden Componenten der äuBeren 
Kräfte, die nur von den Coordinaten x, abhängen sollen, mit 
X,, X,,... X,. Dann erfordert das Gaufische Princip des kleinsten 
Zwanges, daB für jedes gegebene System (x,, x!) der Coordinaten 
und Geschwindigkeiten der Ausdruck 


n 


a) P= ÿ ma -%) = P (x) 


durch Wahl der Beschleunigungen x; zu einem Minimum gemacht 
werden soll, während die Coordinaten x, zu allen Zeïten einer 
Anzahl von Ungleichungen genügen : 

(2) hi (@) £ 0, f (x) £ 0,... 

Wie nun Herr Mayer a. a. O. zeigt, brauchen wir für einen 
gegebenen Bewegungszustand (x, , x!) nur diejenigen r Ungleichungen 
f, = 0 in Betracht zu ziehen, für welche im Augenblicke nicht 
nur die Functionen f, selbst sondern auch ïhre nach der Zeit ge- 
nommenen totalen ersten Ableïtungen f, gerade verschwinden, also 
die 2r Gleichungen bestehen: 


(3) fe (x) = 0,f, (x, &) = 0 @—1,2..r), 


und die Bedingungen (2) erfordern dann, wenn sie allgemein gültig 
bleiben sollen, da8 auch 


7? - PR Dee 
& RG) =) = Dit, (a SO 


Ist uns also ein System von GrüBen (x, x) gegeben, das den 
Bedingungen (3) genügt, so sollen die Unbekannten x; unter den 
Nebenbedingungen (4) den Ausdruck P zu einem Minimum machen. 
Nach der Methode von Mayer geschieht die Bestimmung dieses 
Minimums folgendermafen. Wir nehmen an, für einen Teil der 
Functionen f, müge in den Bedingungen (4) das Gleichheits-, für 
die übrigen das Ungleichheitszeichen gelten, so da8 wir haben: 
(4) fi (&) = 0 = 1,2. 
(4b) f, () < 0 @=k+1,K+2,..7r). 
Dann müssen im Falle des Minimums die Beschleunigungen von 
22* 


808 E. Zermelo, 


der Form sein 


G) PR CRE LLC G = 1,2,.n) 
5 Vi c . u 9 æ, 

und die # Factoren À lassen sich aus den # Gleichungen (4a) 
welche in Bezug auf die x! und nach der Substitution (5) auch in 
Bezug auf die 1, linear sind, eindeutig bestimmen, vorausgesetzt, 
daf ihre Determinante 4, nicht verschwindet (vgl. Mayer a. a. O. 
S. 234). Diese Werte À, müssen nun, wenn die gemachte Annahme 
über die Verteilung der Functionen f, in die Classen (4a) und (4b) 
richtig sein soll, selbst sämtlich Z 0 sein (Mayer s. 236) und 
müssen aufBerdem vermüge der Substitution (5) noch die r —k Be- 
dingungen (4b) befriedigen. Ist aber eine solche Lôsung gefunden, 
so ist sie auch die einzige und das Problem ist vollständig gelôst. 
Denn dann nimmt der Ausdruck P, wie ich zeigen werde, in der 
That einen kleineren Wert an als für alle anderen Wert- 
systeme x’, die den Bedingungen (4) genügen, womit die Môglich- 
keit weiterer secundärer Minima ausgeschlossen und die Ein- 
deutigkeit des Problemes bewiesen ist. 

Ersetzt man nämlich im Ausdrucke P jedes x; durch x! +, 
so erhält man 


ë TE HR) Mo LA : 
PF (x; T ©.) = 2; mai-5)+ 2 2 m, a (si es ) T >X m, ©; 
(6) Li Li 


(l 


P(x,)+2 P, (x, ©) + EP, (w,). 
Nun ist aber auf Grund von (b) 


; Ld mo: 
P, (x,, ©) == ma 0 2e du 


m, ÔX, 
, 
= - D, (+0) fi (&) Z 0, 

weil wegen (4) 

» ee PSN. Sa OU 

LG +0) = fe (&) + 2 V6 x, = 0 
und nach (4a) für uw = k f,(x;) = O0 sein soll, während alle 
4, positiv sind. Daher ist, wie behauptet, 

P( +0) Z P(#)+28,(o) > P(x), 
sofern nicht alle GrôüBen «, gleichzeitig verschwinden. 


Ich füge noch einen zweiten Beweis für die Existenz eines 
einzigen Minimums hinzu, der eine besonders einfache geome- 
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trische Deutung zuläft, wenn wir zunächst den Ausdruck P durch | 
die lineare Substitution 


Va qe = à (i = 1,2,..n) 
auf die Form bringen 
y D PE Ce ire) 
während die Bedingungen (4) in die folgenden übergehen 
(4) o,(8) = Gabin bte + a Ë, +4, Æ 0 (= 1,2..r) 


Hier sind die r Functionen w, wieder linear in Bezug auf 
die neuen Unbekannten Ë,, repräsentiren also ein System von 
(n — 1)dimensionalen Ebenen y, — 0, die aus dem ndimensionalen 
Raume der Coordinaten £, einen Raumteil R' ausschneiden, der 
den Bedingungen (4) genügt. Die Aufgabe ist nun, die quadra- 
tische Form P = @° unter den Bedingungen (4) oder den Ab- 
stand pe des Coordinatenanfangspunktes von einem 
Punkte (£) des Raumteiles R/ zu einem Minimum zu machen. 
Einen kürzesten Abstand p, vom Punkte O muf R' jedenfalls 
besitzen, weil die ,untere Grenze“ einer stetigen Function in 
einem continuirlichen Gebiete immer zugleich auch ein Minimum 
darstellt. Es ist also nur noch zu zeigen, daB dieses Minimum 
P, = @ nur an einer Stelle von À’ angenommen wird, und dies 
folgt einfach aus dem Umstande, da8 der Raumteil R' einfach 
zusammenhängend und überall convex ist. Liegen näm- 
lich zwei Punkte (£!) und (£”) auf derselben Seite einer der be- 
grenzenden Ebenen, sodaf sie einer der Bedingungen (4) genügen, 
so gilt das gleiche auch von allen zwischen ihnen liegenden Punk- 
ten ihrer Verbindungsgeraden, und ebenso verhält es sich auch 
mit der Gesamtheit dieser r Bedingungen. Gehôren also beide 
Punkte 4', 4” dem Gebiete R' an, so liegt auch diese Verbindungs- 
strecke AÂ'4” ganz im Innern, und wenn beide den gleichen 
Abstand ç' — @” von O haben, so haben alle Punkte zwischen 
A' und 4” kleinere Abstände und 9’ kann nicht der kürzeste 
sein. Dasselbe gilt umsomebr, wenn der Abstand @” von 4” schon 
kürzer ist als der von 4’, und dann giebt es auf der genannten 
Verbindungslinie in beliebiger Nähe von 4’ wieder Punkte 
mit Abständen < p. Es kann also auch keine secundären 
Minima geben, sondern nur ein eïnziges absolutes Minimum 
P, = ç}, das nur an einer einzigen Stelle angenommen wird. 

Analytisch gestaltet sich dieser Nachweis folgendermafen. 


Gentigen beide Wertsysteme (E) und (£:) den Bedingungen (4), so 
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ist auch für alle Systeme 
| E = (1—DÉ+OE C=12%..n0<8<1) 
Pu (£,) ne (1 an 9) Du (8) +® Pu (&) = 0. 
Ferner wird dann 

P(E) = (1-8) PE)+9 PE)+28(1—20)P, (6, &), 
wo P,(£, £) ähnlich wie in (6) eine bilineare Form (die Polar- 
form von P) ist, also, wenn î 

eg" = PE) = P(E) = 6" 

angenommen wird, 
P(E) = P(É)-8[P(E)—P(ÉE)]—-8(1—9)[P(E)+P(E)-2P, (6, &)] 

< P(E), 


P(E)+ P(E)—2P,(6, 6) = P(E—E;) 
als definite quadratische Form der nVariablen £ —£ positiv ist. 


weil 


Ueber das Alter des norddeutschen Wälderthom 8 
| (Wealden). 


Von 
À. von Koenen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Februar 1900. 


Schon Roemer und PDunker hatten erkannt, da$ der nord- 
deutsche Wälderthon an die Grenze zwischen der Jura- und der 
Kreiïdeformation zu stellen und gleichaltrig mit dem englischen 
Wealden ist. Ihnen folgte unter Anderen auch K. von Seebaeh, 
welcher auch entschieden die Ansicht vertrat, daB der Wälderthon 
als unterstes Glied der Kreideformation anzusehen sei, und auch 
1871 (Zeitschr. d. deutsch. geol. Ges. S. 777) eine kurze Notiz ver- 
ôffentlichte, daB bei Delligsen bei Alfeld ,Neokom- und Wealden- 
Fossilien (Schalen von Unionen und Belemniten)“ zusammen vor- 
kämen. Dieses Vorkommen schilderte dann G. Bôhm in seiner 
Dissertation (,Beiïträge zur geognostischen Kenntnisse der Hils- 
mulde“, Güttingen 1877) so genau und sorgfältig, daf eme 
nähere Prüfung müglich wurde, über die ich am SchluB berichten 
werde. 

Die Angabe von K. von Seebach wurde aber später als Be- 
weis für das Kreïde-Alter des Wealden von verschiedenen Au- 
toren angeführt, während andere den Wälderthon noch zur Jura- 
formation gestellt wissen wollten, zum Theil, weil er eine Sük- 
wasserbildang sei, ebenso wie unsere obersten Juraschichten, 
und weïl die Kreide mit reinen Meeresbildangen begänne. Diese 
Ansieht wurde besonders von Struckmann sehr entschieden in 
seinen Atrbeïten vertreten und auch damit begründet, daf in dem 
Tiefbænschacht bei Barsinghausen am Deister mit SüBwasserformen 
des Wealden auch eine marine Bivalvenart des oberen Jura vor- 
kähie. (Jahrb. 4. kgl. preuf. geolog. Landesanstalt für 1889), 
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In Folge dessen erklärte dann ©. C. Marsh, da die Wirbel- 
thier-Fauna des. Wealden weit mehr derjenigen der Juraformation, 
als der der Kreïde gliche, und von anderer Seite wurde angegeben, 
die Flora des Wealden sei weit ähnlicher der des Jura, als der 
der Kreide. Da$ Beïdes nicht zutrifft, habe ich vor einigen Jahren 
schon (Zeitschr. d. deutsch. geolog. Ges. 1896 S. 713) hervorgehoben, 
und C. Gagel sowohl, als auch G. Müller (Jahrb. d. kgl. preuf. 
geol. Landesanstalt für 1893 und für 1895) hatten sich entschieden 
unter Anführung von wichtigen Thatsachen gegen die Anschauungen 
Struckmanns erklärt. 

Auf Grund der Angaben Struckmanns batten aber auch ein- 
zelne Autoren den norddeutschen Wealden für älter, als den 
englischen gehalten. 

Durch die gekrünte Preisschrift von W. Koert ,(Greolo- 
gische und paläontologische Untersuchung der Grenzschichten 
zwischen Jura und Kreide auf der Südwestseite des Selter“ 
(Gôttingen 1898) wurde aber nachgewiesen, daB zunächst im Ge- 
biete der Hilsmulde, westlich von Alfeld, der Wälderthon überall 
auf Mergeln und Kalken liegt, welche durch ihre Fauna sich 
mit voller Bestimmtheit als Aequivalente des ,Oberen Purbeck* 
erweisen, einer brackischen und SüBwasserbildung, die sowohl im 
schweizerischen und franzôsischen Jura, als auch im südlichen 
Frankreich und in England in grofer Verbreitung bekannt ist 
und hier ebenfalls unter dem Wealden liegt. Ihre Verbreitung 
und ihr Alter ist aber in neuester Zeit besonders durch die sorg- 
fältigen Untersuchungen von Glangeaud festgestellt worden. 

Im vorigen Jahre habe ich nun gefunden, daf auch am Oster- 
wald über dem Serpulit und unter dem Wealden Mergel und 
kalkige Gesteine anstehen, welche dem oberen Purbeck zuzurechnen 
sind; Fossilien habe ich darin freilich noch nicht aufgefunden, 
aber das Gestein gleicht ganz demjenigen, welches nôrdlich vom 
Hils in der Gegend von Wallensen und Thüste auftritt. Eine 
Aufgabe der nächsten Jahre wird es aber sein, die Verbreitung 
und Entwicklung des Purbeck auch in den übrigen Wealden-Be- 
zirken, am Deister etc. nachzuweisen. 

Die darunter liegenden Schichtenfolgen, der ,Serpulit“ und 
die ,Münder Mergel“ sind nun von den Eïinen als mittleres und 
unteres Purbeck bezeichnet worden, von Anderen aber, namentlich 
von Glangeaud, als oberes Portlandien; keinenfalls sind es SüBwasser- 
bildungen, wie von Manchen angenommen wurde, denn die Münder Mer- 
gel enthalten Gypslager, Steinsalz-Pseudomorphosen und Salzquellen 
und einzelne marine Mollusken, eine verkümmerte Fauna, wie sie in iso- 
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lirten, Salz-reichen Meerestheilen ja aufzutreten pflegt. Der Serpulit 
istaber einmarines Conglomerat, dessen Fauna an Sauriernund Fischen, 
besonders Pycnodonten, der des Portland und Kimmeridge minde- 
stens sehr ähnlich ist. Daf darin stellenweise Cyrenen etc. auf- 
treten, beweist nicht, daB er eine SüBwasserbildung sei, ist doch Cy- 
rena rugosa schon in den rein marinen Schichten des Kimmeridge 
sehr verbreïtet, so daf wir annehmen müssen, da8 die Gattung Cy- 
rena damals noch eine marine Gattung war. Uebrigens habe ich im 
vergangenen Herbst im Serpulit der , Thüster Burg“ einen, wenn 
auch beschädigten Belemniten gefunden, welcher durch die tiefe 
Ventralfurche sich nahe an den B. absolutus des obersten russischen 
Jura anschlieft, und Austern, Pecten und andere Meeresmollusken 
kommen bei Thüste und an anderen Orten ebenfalls vor. 

Es sei hier auch hervorgehohen, daf bei Boulogne-sur-Mer über 
dem Portlandien Thone mit Sandsteinen und Eisenstein-Concretionen 
liegen, welche von E. Pellat und Gosselet als Wealdien gedeutet 
wurden, während Munier-Chalmas und Andere sie für Aquilonien 
erklärten. Im oberen Portland fand dort aber E. Pellat in einem 
kieseligen Kalk mit Trigonia Edmundi, Cardium dissimile etc. 
auch Arten des Purbeck; darunter folgen Sande und Kalksand- 
steine mit Trigonia gibbosa, T. incurva etc., in welchen Munier- 
Chalmas drei Bänke mit Trigonia gibbosa unterschied; auf die 
mittlere derselben folgen aber Sande und knollige Kalksandsteine 
mit Serpula coacervata, Trigonia radiata etc., welche er dem Ser- 
pulit gleich stellte. (E. Pellat, quelques mots sur le terrain Ju- 
rassique supérieur du Boulonnais à l’occasion du XXVILe Congrès 
de l'Association Française pour l’Avancement des Sciences à Bou- 
logne-sur-Mer. Août 1899. Avignon 1899). Die Schichtenfolgen 
lassen sich also sehr wohl mit den unsrigen parallelisiren, abge- 
sehen davon, daf das Purbeck zum Portland gerechnet wurde. 

Ueber dem Wealden liegt nun gewôhnlich Thon mit Oxyno- 
ticeras heteropleurum Neum. et Uhlig, ©. Gevrilianum d’Orb. 
und ähnlichen Formen, und darüber folgt ein Horizont mit Sayno- 
ceras verrucosum d'Orb. und Holcostephanus-Arten, wie H. psilo- 
stomus Neum. et Ublig, also 2 Stufen, welche dem mittleren und 
oberen Valanginien Südfrankreichs und des franzôsischen und 
schweizerischen Jura entsprechen, und dann die Stufen mit Hoplites 
amblygonius Neum.et Uhlig und mit H. radiatus, also das Hauterivien. 

Der norddeutsche Wälderthon kann daher nur der 
alleruntersten Kreide, dem Valanginien inférieur paralle- 
lisirt werden, zu welchem Kilian sicherlich mit Recht die Berrias- 
Stufe, das “Berriasien“ stellte. 


314 A. von Koenen, über das Alter des norddeutschen Wälderthon’s etc. 


Wenn nun auf diese Weise das Alter des Wälderthon’s sicher 
festgelegt ist, so kann ich doch nicht unerwähnt lassen, daf die 
vorstehend angeführte Angabe K. v. Seebachs über das Zusammen:- 
vorkommen von Neokom- und Wealden-Fossilien wohl auf einem 
Irrthum beruht. Es stehen närlich dicht neben seinem Fundorte 
nôrdlich von Delligsen die oberen Purbeckschichten an, im Bach- 
bette selbst aber dunkle Thone mit zahlreichen Cypris etc., welche 
keinenfalls dem oberen Wealden angehôren, und über den 
Thonen liegen Kies und Gerôlle, in denen auch Bruchstücke vom Be- 
temniten und Ammoniten vorkommen. Es liegt daher die Annahme 
nahe, daB die von K. von Seebach und Bôhm gefundenen Belem- 
niten nicht aus anstehendem Gestéin stammten, sondern verschwemmt 
waren, und in der That sind denn auch die in dem bhiesigen 
geologischen Museum aufbewahrten Exemplare stark beschädigt und 
abgerieben. Bôhm scheint dies übrigens schon halb vermuthet zu 
haben, da er sich etwas vorsichtig über das Vorkommen in einer 
Fufnote äuBerte. 


Gôttingen, Druck der Dieterich'schen Univ.-Bucbdrackerei von W. Fr. Kaestner. 
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